
双协ls h 函 数 理
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论 导 引

F
.

P i e h le r

(奥地利林茨高等学校)

一
、

引 言

本文试图对在通信尤其在信号处理方面获得了重耍应用的那部分W a ls h函数理论作一 介

绍
。

因为此理论与熟知的正弦函数理论和富里叶变换的有关理论大体相似
,

所以要掌握它是

不困难的
。

二般
,

本文对涉及的命题不给证明
,

但为便于进一步研究
,

我们指明专门的文献
。

从数学上看
,

总的说来W
a l s h函数是描述一种特殊的局部紧阿贝尔群

,

也即双积群 (d }’a di “

gr ou P) 的特征标
。

所以此项函数讨论应该看作为一般特征标理论的一种特殊悄况
。

类 似 的

考虑也适用于W
a lo h

一F o ur ie r变换理论
; 原则上它也可作为群上一般富里叶变换 的 特 殊 情

况
。

为此
,

在第二节中我们简要讨论抽象调和分析概念的最重要的表达式
。

但是
,

这不是说
,

必须在学习一般理论之后才可学习w
a lsh 函数论和w

a lo h
一F o

ur ie r变换论
。

其要旨是使 读 者

注意到这种嵌入的可能性
,

从而他可以更好地了解同典型富里叶变换理论的关系
,

同时也会

看到可以预期的理论上的各种 可能变化
。

第三节涉及W a l, h函数的最重耍的性质
。

那里
,

我们既考虑首先由 Fi lle 〔4 〕叙述的连续

W a lsh画数
,

也考虑数学表示主耍由作者 〔22 〕采用的按连续时间序列次序的W a ls h函 数
,

以

及数学理论主耍由G ib b s 〔7 , s , 。, 1 0 、 1 1 , 〕发展起来的离散时间有限 W a ls h函数
。

第四节涉及W
a ls h

一
F。盯ie r变换

。

在连续时间W al sh函数的情况下这种变换在数学 上 比

在有限离散W a lsh函数情况下仅需耍线性代数的基本结果耍多一些
,

因而它很容易理解
。

最后
,

第五节中想列举W al sh 函数在通信应用中发展起来的某些理论概念
。

此项讨论 特

别包括抽样定理的推广
,

二进线性滤波器及其最佳化
,

二进相关函数及其功率谱
。

关于W als h

函数及其应用的完整文献目录
,

猜参看B r a m h a ll〔2 〕
。

二
、

抽象调和分析

局部紧阿贝尔群 (L CA
一

群) 是一种阿贝尔群
,

同时又是一种局部紧豪斯道夫 (H “
us do

-

r ff) 空间
,

它具有可加性
,

即算子xl * 一 x 和 (x
,
y) }衬

x 十 y是连续的
。

对 于一个给定的LC A

群G
一

,

对每一个
x 甘G

,

合成 (x
,

y) 1、
x 十 y确定一个从 G 到 G 内的同态

,

其中G 的零元素O映为

G 自身
。

于是
,

在任一点
x ‘G 的近旁的拓扑性质同G 的0 点的近旁的拓扑性质是 相 等 的

。

对

于每一个 LC A 群 G 存在一个唯一的测度 州 x)
,

称为G 的哈尔 (H aa r ) 测度
,

它是平 移 不
,

变量
。

在G 上给定一个哈尔测度
,

那么就能引进在G 上定义的复值函数的积分理论 (哈尔 积
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分)
。

可以证明 , 哈尔可积函数的集合L (G )是一个巴拿赫 (B
“
”

“
h) 空间

。

其次
,

.

人们可

以引入平方哈尔可积函数的希尔伯特 (Hi lb e rt ) 空间L Z (G )
。 r

对一给定 的f‘L : (G)
,

常 希
.

望用比较简单的正交函数的线性组合来表示
。

这可以用 f关于L CA 群G 的特征标函数 的 富里

叶变换来达到 (就实数R 给定的 L CA 群而言
,

特征标函数是
e x p (i 。。 (

·

))
, 。。R )

。

G 的

任一特征标函数由下列性质确定
。

( 1 )z在G 上是连续的
。

( 2 ) }芜(x ) 卜 1 ,

对所有、‘G
。

( 3 ) 义(x + y )一 x (、)z (y )
,

对所有x , y ‘G
。

今亡表示G 上所有特征标函数构成的集
。

若扩中我们引入加法 + ,

使 ; 十 , ,
(x )

:
一 :

_

、x ) +

义’(x)
,

那么G 成为阿贝尔群
。

而且
,

标群
。

著名的彭德金 (p o n t r ya g in )
产

、
‘

乃

数 f(L( G)
, f的富里叶孪换 f用 f

:

能够证明紧 开 拓 扑 G 为一个L C A 群
,

称它为 G 的特征

对偶性定理指明
,

G 的特征标群就是群 G
。

对于任一函
户 、

G * C (C 表复数集 )定义
,

且

了(x)
:

“!
G
义(x )f(汾)办 (x )

广、

对于所有戏 G ( 1 )

在上述意义下的富里叶变换的定义能够推广到希尔伯特空间L 。(G )
。

那么
,

数f〔L Z (G )
,

能够证明 f的富里叶变换f
产人

是希尔伯特空间L Z (G )的一个元素
.

对于二企给定函
且有 }f l卜 {1 f l]

(p la n e h e r e l定理 )
。

给定两个函数 h〔L(G )和 f百L (G )
,

则h 同 f的卷积h o f由积分

(。·, ) (· )
:
一

{
、(X 一 , ), (。)。 (, )

“
对于所有·。G

( 2 )

定义
。

能够证明 h可百L (G )
。

卷积定理断言
,

/ 、 z 仪

(瓦对) (x) ~ 瓦 (x) 了(幼
,

对于所有戏G ( 3 )

关于抽象调和分析理论的基本要点就介绍到这里
。

读者如欲详细研 究
,

睛 参 考 H e w itt 和

R o s s 〔1 4 〕以及G e lf 氏n d 〔6 〕等的著作
。

三
、

W
a lsh函数

1
.

W a ls h函数哗
,y

W a lo h 函数 劝y (F in e 的定义娜 突质上是一种已经具体给定的 LC A一群的特征标画数
,

此群郎是二进数的双积群刁
。

刁由全部是 0 一 1 的形式为 t , 的序列的集合组成
,
(t : ) ~ (..

‘ , 0 ,

t
一
N ,
一

, t。 , t : ,
⋯

,
)

,

它是左 。不变的
。

刁中的加号e 是指逐点模2 加法
。

所以
,

若t , t ‘〔刁
,

则
to t 尹由 。一 1 序列 ((to t / ) x ) 给定

,

自口

(te t ‘ ) , 二 (t , 十 t‘ , )。 o 己 2 ,

对所有童数云
,

( 4 )

由几(t)
:
二刃 t , 2

一 ’定义的映象孔
: 刁‘ R

,

把每一个序列 t〔刁
,

同相应的非负实数 几(t ) 连
乞

* 要提一下
,

更一般的 L C A 群的特征标函数通常也称为w al 。h 函数
。

由L e v y 〔1 7〕
,

Vi le n ki n 〔2 8〕和
C h r e s te n s o n 〔3二引入的函数就是一个例子

。
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带起来
。

而且
,

不难引进映象拼
: R +

* 』和 , :

定义
:

当 t百R + ,

映象川 t )由。一 1 序

R +
尹刁 (丑 +

表示非负实数的集合 )
,

它们用下 列 方 式

列脚 t) = (t : )给定
。

而系数 t : 从二进位表示 t ~ 刀
, 之

一 ’
导

1

出
。

若 t是二进位有理数
,

自肚能够用有限个2 的幂之和表示
,

为了得到系数 t , ,

我们必须取 t〔

R 十的有限表示
。

类似地
,

为了定义映象
, ,

我们用 t 一皿
, 2

一 ’确定 , (t )二 (t
i )

。

现在
,

当 t是

二进位有理数时
,

必须使用无限的二进位表示
。

显然
,

对 所 有 t〔R 十 ,

有几 (州 t) ) ~ t和乳

(以 t )) ~ t
。

再有
,

若 t不是二进位有理数
,
则川 t) ~ 袱 t )

。

若 t是二进位有理数
,

那么存在

一个整数M使得对于序列川 t) 二 (t , )
,

有 tM = 1 以及对于所有 i> M
,

有 t , 一 。
。

例如
,

若取

二进位有理数t ~ 7 ,

那么M = o , 拼(7 )一 (⋯
, o , i , 1 , 1 , o ,

⋯ )和 , (7 ) = (⋯
, o , i ,

1 , “ , 1 , 1 , 1 ,

一 在W “lsh 函数的定义中应用了映募几以及同样的拼和
, 。

我们会看到
,

由Fin e 〔5 〕引进的W al sh 函数 劝y ,

y〔R + ,

在 R + 上定义
。

所以
,

严格说来
,

它们不是箕正 的

特征标
,

因为R +和二进加法 (d yad ic ad di ti o n) e 合起来 ,’) 七乎处处
”
仅是一个 LC A群

,

其

中二进加法。用 t。 。: 二 ; (阿 t )。城
s )) 定义

。

但是
,

零测度总是例外
,

所以此项 理 论 没

有严格差别
。

对于任意 y百R + ,

W a 】, h函数劝v 的定义为
, r, ‘+丫 _ + 1
二 y 、 , / “

一 一 1
”是

y l‘1 一是
馨
‘t“R · ,

( 5 )

此处系数 y ,
和 t ,

分别由“(y) = (y : )和拼(t
‘

)一 (t : )给定
。

根据这个定 义
,

对于所 有 y
,

Z 眨R +

(其中序列川 y) 0 州 z )不是右 1不变 )的情况
,

我们很易推出公式

劝y (t)劝
:
(t) = 劝y o

z

(t ) 对于所有 t〔R + ( 6 )

因为使 (6) 不成立的所有数 y , z 的集合是可数的
,

因而是零测度
,

所以我们可以断
‘

言 所

有W al sh 函数叻
y 组成的集合少作乘钱时是

“几乎处处
”
封闭的

。

另外
,

因为我们有中间元 素

劝。 ,

以及对于所有 y眨R + ,

有劝y劝y ~ 冲。 ,

我们能够推断犷
“儿乎处处

” 是一个乘法 阿 贝
‘

尔

群
。

从伞
y的定义容易导出第二个公式

,

郎对于所有洪 R + 和所有配对 (t
, t ’ ) (其中 洲 t) 0

拌(七
’

)不是右 1 不变的)
,

我们有

劝。(t )劝
‘

。(t
,
)二劝 , (t o 。‘)

“

( 7 )

同时我们有

叨, (t )= 劝: (斗) 对于所有的夕
, t (R + ( s )

至此
,

我们避免提及任何有关双积群么的拓扑方面的结果
。

就我们的目的来讲
,

可以 充

分地说
,

零元素 。的邻域的基由形式为{(t
。) : 忿, 一 。对于所有 乞< N }的集给定

,

此 处N 表示

一个整数
。

由这个基生成的拓扑使得△成为一个局部紧群
,

而此群是完全不连通的
。

在 R +
上

的拓扑 由同态 入
:
八“ R 十 来导出

。

就这种拓扑而言
,

W al o h函数劝
。是连续的

。

另一方面就实数

R 的一般拓扑导出的R + 上的拓扑而言
,

w al o h函数劝
。 , , 斗 。 ,

是矩形函数
,

因此是不连续的
。

我们讲一下W
“l o h函数劝

, 的另一个性质
:

随着 , “
接近

” 于 : ,

两个W
“lsh画数劝

。和 劝
:

在 一
’

个
“
长

” 的公共区间上有一样的形状
。

当即和
:
之间的距离减少时

,
’

这个区间的长度增加
。

更

精 确地说
:

对于几乎所有的 , ,

成 R + 及 : ~ , 十 ‘,

给定 。< 。< 2
一 叼 ,

则对于所有 : 。〔0
, ZM〕

,

有劝
, 。 : ) = 劝

: ( : ) 。

应用所给的定义很容易证明W al sh 函数的这个性质
。

对于 , 二 。, 1 , 2 , 3 ,

二

w “ ls h 函数叻
,
严格地是 J

.

L
.

W
“lsh 〔””〕凉来引入数学中的那个函数

·

我们也可参看 P“lay

的著 名论文〔20 〕
。
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2
。

W
a ls h函数

sa l(s
, ·

)和
e a l(s

,

在H ar m ut h的著作〔1 3 〕中
,

提出了一种设计通信系统的新方法
。

此方法的基础
、

是 把信号

和系统用w al , h 函数来描述
。

由于历史的以及其他原因
,

他没有采用F ine 定义的 w a lsh 函数
,

而采用
、

“正常排列为序的
” W a 13 h函数 s “l(s

, ·

)和 “a1 (s
, ·

)
。

虽然这些 W a ls h函数同 函 数

叻 , 无本质区别
,

然而它们具有更类似于三角函数
s in Z拓f (

·

)和 。。5 2 拓 f(
·

)的某些 性 质
。

类

似于三角函数的频率参数f
, s a l(s

, ·

)和。 al (s
, ·

)的参数 。
等于单位长度区间上 符 号 变 化

数 (过零点数 ) 的一半
。

所以参数
: 表示广义频率

,

称为叙率气
’

而且函数 sa l( s , ·

) 都是奇函数
,

函数 c al (s
, ·

) 都是偶函数
,

两者 都 定 义 在 实
.

轴

上
。

对于函数
s a l(s

, ·

)和 c a l(s
, ·

)我们引
.

人下述的定义
:

·

对任意的
s
> o函数

s a l. (。
,

·

) 用 s a l

(s
, ·

): R * C 来定义
,

对 t ) 0 ,

它 由下式给定
:

s a z (s
, t ) : = 士{ 若乞 (s 、 + s : + , )七 1 一 、是 ( 9 )

偶奇
k

此处系数
s 。
和 t : 分别由, (s ) = (s , )和拼(t )“ (七, )来决定

。

s a 乙(S
, t ) : = 一 s a 乙(s

,
一 t )

同椒 对任意的
s》 o ,

函数 e a 乙(s
, ·

)由e a 王(s
, ·

) : R * e

对 t < 0 ,

我们定义

(1 0 )

定义
,

用下式给定
:

e a 乙(s
, t ) : 二士圣 若二 (s 、+ s 、+ , ) : 1 一 、是堡

化 口J

(IL)

现在系数
s 。来 自拼(s )~ (s 。)

,

而系数 t 。再用抖(七)= (t 。)来求
。

对 t< o

e a Z (s
, t ) : 一e a 乙(s

,
一 t )

象对待函数劝
, 那样

,

我们还将提及W a l sh函数
s a l(s

,
·

)和 e a l(“
,

·

出下列公式并不困难
:

对任意整数k ,

我们有

我们定义

(1 2)

) 的某一 些 性 质
。

导

sa 乙(s
, 2 凡 t )= sa 乙(2 介s

, t ) 对于所有
s
> o和所有 t ‘R

e a 乙
\

(s
, : 耘t )~ e a z (: k s , t )

’

对 于所有
s
> o和所有 t o R

公式 (13 ) 和 (1 4 ) 分别描述W
a lsh函数

s a l(s
, ·

) 和 e a l(s
, ·

) 的扩展
。

在三角函

(1 3 )

(1 4 )

(
·

) 和 e o s Z兀f (
·

)的情况下
,

。l(。
, ·

)下列公式是成立的
:

我们知道平移兀/ 4 f二者就重叠
。

令
: 是二进位有理数

,

又令整数M
,

对于 W a lsh函数
S

它用
s M ~ 1 和对于所有 诬>

粼
, s 。= o来给定

,

此处拼(
s )二 (s 。)

。

那么我们有
s a 乙(s

, t )~ e a 乙(s
, t一 ZM

一 “) 若 s M
一 l ~ o

,

( 15 )

s a 王(s
, t )一 c a 乙(s

, t十 ZM
一 2 ) 若 s M

一 1 一 1 . (16 )

对于
s ~ 2 “ (这里k是整数)

,

W al sh 函数
s al (s

, ·

)和 c al (s
,

·

) 具有方波的形状
。

在数学

上这些特殊 W a lsh 函数称为 R “d e m ““h “ r函数
。

很易看到
,

W “lo h 函数能用 R ad
e m ““

he
r函数

之积来表示
。

下述有关R a
de m ac h e r函数的公式有时在实际上是有用的

,

我们有
·

e a l (2 儿
, t )~ s a 乙(2 几

, t )s a 不(2 几+ ‘
, t )

,

对于所有 t ‘R (1 7 )

对
。是非负整数的 W “1 , h函数 ““1(“

, ·

)和 。a l(s
, ·

)特别值得我们注意
。

诚 如 我 们 能 够 证 明

的那样
,

集 {
e a l(o

, ·

)
, e a l(2

, ·

)
,

⋯ s a l(1
, o )

, s a l(2
, ·

)⋯ }形成希尔伯特空间 L Z (一 1 / 2
, +

1/ 2 ) 上的完备正交函数集
。

我们将在第四节中讨论这个集
。

有时
,

如果这种函 数 集
,

例如

W a ls h函数 w a l(主
, ·

)是用下式定义的
:

* 成称变号率
,

英文是 s e q u e n c y
。

—译注
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叨a 王(2 。
, ·

) : 一 e a 乙(感
, ·

) 对感二 o , 1 , 2 ,
⋯和

w a 乙(2 。
一 1 , ·

) : ~ s a 乙(i
, ·

) 对云二 1 , 2 , 3 ,

⋯ (15 )
,

那么采用稍有不同的记号来得方便
。

在实用上有关调制或过滤问题中
,

下列公式通常是有用的
:

对元
,
k ~ 0 , 1 ,

熟 ⋯

e a 乙(谊
,

·

)e a 乙(化
,

·

)一 e a 正(诬0 称
, 一

)

e a 乙(乞
, ·

) sa l(k + 1 , .

) ~ 习a 乙((云e k ) + 1 , ·

)

s a l (乞+ 1 , ·

) s a 乙(k + 1 , ·

)“ e a 艺(云e k
, ·

)
.

(19 )

而且
,

对于 雨数叨叭
、

(乞
, ·

) 有

切a 王(乞
, ·

)功a 艺(k
, ·

)一叨a 乙(泛O k
, 一
) (2 0 )

最后我仃特旨出
‘

W
a 乙sh 函 数

s a 乙(乞
,

·

) 和C a z(云
, ·

) 同
·

F 乞“e 的 W a 乙s h 函 数 劝
。 的 关 系

。

我

们有

,c a 乙(乞
, t )~ 劝 ,。 2 。(t )

,

对所有 t》 o 和玄二 o , 1 , 2 ,

和
s a 不(乞

, 七)二劝 ( , 一 1 )子 (2 , 一 1 ) (t )
,

对于所有七> o 和 i = l , 2 , 3 ,
⋯ (2 1 )

图 1 表示在区I旬 (一 1 , + 一 ) 上的 W a l。h 函数 e a l(乞
,

·

)
,
么一 0 , 1 , :

· , , 7 和 s a 乙(云
, ·

)
,

云~ 1 , 2 ,
.

“ ·

8
。

图 1 w a l: h函数
s a l(i

, ·

) 和
。a l(元

,
·

)

3
.

离散 W a 乙执 函数 w (玄
, ·

)

w 川
, 儿函数在通信和信号处理的实际应用中

,

大多数情况下应用有限离散 w 叭 : h 函 数

就足够了
。

这样
,

理论就变得更为容易
,

只需要线性代数的一些基本结果
。

下面我们来定义

离散 w “王s瓦函数 ‘(幻
·

) 和讨论它仃哟某些性质
。

读者若要更仔细地研究 : 猜 参 看 Gi bb
‘

〔 7 ,
‘

8 , 11 〕
,

G ib b s
和 M illa r d 〔1 2〕, p e a r l 〔2 1〕 和 p ie卜l

e r 〔2 5 〕 的工作
。

合 B (n) 表示所有具有 n 个数字的二进位数的集
。

在 B (n) 中我们用二进 位 数 的 逐 点
“模 2 加法 ” 定义加锋e

。

这样 B (n ) 便成为双积群△的一个子群
。

设集 N (川 : 一 { 0 , 1 ,

2 ,

⋯
, 2 ”

一 1 } 由所有小于 2 ”

的整数组成
。

若在 N (n ) 中我们根据对于所有 玄
,

溉N (n)
,

io k : ~ 凡(拼(乞)e 科(k )) 来引进
“二进加法

” (d y a d ie )0
,

那么 N (” ) 成为一 个 与 B (“) 同

构的群
。

把群 B (助 和 N (川 等同起来对我们而言是方便的
。

与 B (n ) 连带离散 W a 乙s h 函数 叨(玄
,

·

) 定义为函数幼(云
, ·

) : B (n )‘C ,
离= 0 , z , 2 ,

·“ ⋯
, 2 。 一 1 ,

它由下式给定
:

·

一 2 0一



叨(乞
,
k ) : = 若总和 艺

偶
乞p k q是 (云

,

k ‘B (几 ))

奇
(2 2 )

一 1 p + q 二 n 一 1

合 W (n ) 表示同 B (n ) 连带的所有离散 W a 乙s h 函数 功(乞
,

·

) 的集
。

对 于 n ~ 3 ,

集 W (n )

由表 I给出
。

表 1
.

离散 W叭
。h 函数的集 W ( 3 ) ; + :. 一 + 1

,

一 : - 一 1

000 0 000 00 111 0 1000 0 0 111 1 0000 1 0 111 1 1 000

十十十 +++ +++ 十十 斗
··

+++ 千千

十十十 +++ {{{ +++ +++ +++
_ 七七

千千千 +++ 十十 +++ +++ 干干
lll

千千千 十十 +++
~
‘‘ 十十

一

卜卜 +++

十十十十十
.......

十十

十十十十十十十十十

+++++++++++++++++

十十十十十十十十十

类似于时间连续 W 川。h 函数
,

对离散 W 叭 ; h 函数有下列公式
:

叨 (乞
,
k )= 叨(k

,
乞) 对所有 乞

,
k ‘B 扭)

‘

(2 3 )

叨 (乞
, ·

)叨(j
, ·

)二叨 (乞o j
,

·

) 对所有 乞,

j‘B (n ) (2 4 )

功 (乞
,

花)叨 (诬
, 之)二二 (乞

, k。乙) 对所有 乞
,
k

,
乙。B (n )

,

(2 5 )

有时
,

特别在编码理论中
,

把离散 W al s h 函数 叨(泛
, ·

) 修改为 b (i
,

·

) 来得方便
,

后 者 根

据下述定义而取值 。和 1
。

对每一个 汉 B (n)
,

函数 b (泛
,

·

) : B (n) * B ( 1 ) 由下式定义
:

b (乞
, k ) : ~ 0 乞; k 。 对于所有 k ( B 恤) (2 6 )

P + q 二 z

卜 1

此处。表示模 2 加法
。

函数 以乞
, ·

) 称为同 B (耐 连带的布尔 W 川 , h 函数
。

我们 看 到
,

布

尔 w 叭 ; h 函数 b( 乞,
·

) 是 由离散 w 川 , h 函数用代换 + 1 】一 。和 一 11 ” 1 后导出的
。

类似 于

方程 (2 4) 和 (2 5) 我们可写得下列公式
:

b (乞
,

·

) o b (j
,

·

) 一 b ( io j
, ·

) 对所有泛,

j‘B (n )
,

(2 7 )

b (乞
,

k ) o b (乞
,

Z) ~ b (乞
,

化0 1) 对所有艺
,

k
,

l‘B (n ) (2 8 )

四
、

W
a lsh调和分析

因为玲‘S“画数劝: 以及W
a ‘s”函数

S “

“
s ,

.) 和 C a ‘ (S
, ·

’本质上都是局部紧阿 贝 尔

群的特征标函数
,

所以根据抽象调和分析我们便能设想出W
a ls h调和 分 析 理 论 郎 W a ls b一

Fo
“ r

渝 变换理论
。

的确是如此
,

并且证实了上述的方法
。 、

但是再今 w “IS h 调和分 析理 论

的发展同抽象调和分析没有关系
。

在此我们只限于考虑此理论的某些基本概念
。

若耍深入研

究
,

读者猜参看F in e 〔5 〕,
v ile n k in 〔2 9 〕,, S e lf r id g 。〔2 7 〕

, p i仁hl e r 〔2 2 〕和W ie s e n 〔3 2 〕的论

一2 1一



文
。

在离散W
a lsh调和分析悄况下

,

不需耍特殊的理论基础
,

所需的数学工具都是线性代数

中熟悉的结论
。

1 一W
a ls h 二F o 叹r ie r级数

我们早已经提到
,

当s是整数
,

由W al sh函数 s a l(s
, ·

) 和
c a l(。

,
·

)组成的集{
e al (o

, ·

)
,

c a l(1
, ·

卜
·

⋯
, s a l(1

,
·

)
, s a l(2

,
·

卜⋯
表示希尔伯特空间 L : (一告 + 于 ) 的一个完备正交

函数集
。

所以每一个函数 f‘L : (一十 + 含 ) 可用以w “ ls h函数集为边却出的广义富 里 叶 级 数

(f 的w o l。h 一F撇 r je r
级数 ) 来表示

。 ‘

在点 t。 (一十
, + 十 ) ,

一

“般
,

此级数的形式为

了(t )一 F 。
(o )叮a l ( o

, t ) + 艺 F
。

(￡) c a l(乞
, t ) + F 。‘它) S a l(乞

, t ) (2 9 )

此处W
a ls h 一Fo u r ie r

系数F 。
(o )

, F 。
(乞)和 F s

(乞)当艺一 I
,
2 , 3 ⋯⋯时分别由下式给出

:

十 合
F

。
(云)

:
“ f(t ) e a l(乞

, t 、d t 对于所有乞二 0 , 1 ,
2.

· ·

⋯ (3 0 )

+ 寺
F :

(乞)
:

= 了(七) s a l(乏
, 七)d t 对于所有乞二 1 , 么 , 3 ⋯ ⋯ (3 1 )

产‘‘. ,J产

I
J

W a lsh
一

Fo ur ie r
级数 (W F一级数) 理论在数学中已有很长的传统

。

草 在 J
.

L
.

W a lo h 〔3 。〕

最初的论文中就对它研究过
。

以后对于该理论有重要贡献的是Pa le y 〔2 0〕
,
Fin e 〔4 〕,

M”卜

g e n th a le r 〔1 9〕,

W a t a r i〔3 1〕,

W e is s 〔3 3 〕和其它人
。

我们举两个 w a ls h
一
Fo u r 又e r

级 数 的 例

子
。

例 1
.

我们考虑锯齿函数
。a w ‘L Z (一于

, + 十 )
,

对于所有 t
衬(一蛋

, 、寺)
,

它 定 义

为 s a * (t)
:
= t

。

在时刻 t‘ (一十 + 十 )
,

W a ls h
一F o u r ie r

级数的形式为

C心 · 泛一 2

s a。 (t )= 十
s a l(‘

, ‘)一艺
’

2 s a l(2 ‘
, , )

例 2
.

我们考虑矩形脉冲 re o t‘L Z (一 念
, 十会)

。

对于所有

= 2 化+ ‘; 对于所有 t。〔一会
, o ) U 〔2

一

卜 ’ , + 于 )
, r e c t (t)

:
二 0

+ 士 )
,

矩形脉冲的W
a !s h 一

Fo u r i e r
级数为

t‘〔o , 2
一 k 一 1 )

, r e e t (t) :

。

对于每一时间点 t‘(一十
,

2 介 一1

: e c t (t ) ~ 艺
c a l(主

, 七) +

派‘ 0

, 凡

艺
s a l(乏

, 七) (3 3 )

每一个W al sh
一
FOu r ie r

级数表示一个 由
‘

(2 9) 给 出 的 函 数 介1, 2 ( 一寺
, + 士 )

,

每个

W
a ls h

一F。盯i e r级数确定两个离散函数 F 。 :

{0
, 1 ,

2. 二
}“ R 和 F

: :

{ 1
, 2 , 3 ⋯ }“ R

,

它们分别由

W
a ls h

一
F o u r ie r

系数 F
。
(注)和 F

,
(泛)给定

。

这些函数称为函数了的W
a lsh 一

Fo u r ie r
变换

。

最后
,

我们想提出函数作乙
2
趁一专

, 十士 ) 的 “重积数
” (vi

e lfa lt) 概念
。

所谓 w a ls h 函 数。 a !

(乞
, ·

) 或
e a l(乞

, ·

) 的重积数是指为求得
e a l (泛

, ·

) 或
s a l(乞

, ·

)
‘

所需用来 相 乘 的 R a d e m a -

4

eh o r面数
。a l(2 , , ·

) 的最小数 目
。

让我们引进符号v (e a l( i
, ·

)) 和v (s a l (,
, ·

))
,

分别表

示
C a l(乞

, ·

)和
s a l(感

, ·

) 的重积数
。

画数烤 L Z (一十
, 十十 ) 的重积数v (力定义为集{v (c a l

— 2 2一



(云
, ·

))
:

F
。
(么)尹。} U { (

, a l(主
, ·

))
:

1

F s
“ )笋 0 }的上确界

。

例如在我们的例子中v (s a w ) =

1 和 V (r e e t) = 2 凡
。

下述的重积数定理已由L ie d l求得 (例如参看W
e is 、〔, ‘〕)

:

(a ) 若了‘L
Z (一寺

, 十会 ) 是k次多项式函数
,

那么有

V (了)~ k
、 ‘

·

(b ) 若f‘L Z (一告
, + 十 ) 是连续的

,

以及 V (f)一 k , 那么

f是k次多项式 雨数
。

应该提到
,

在Pol y a k和S hr
e id e r

的论文中 〔2 6 〕 也出现重积数的概念
。

2
.

W a ls h
一F o u r ie r

变换
1

合了‘乙 (R )
。

这样函数 f的W a ls h一 Fo u r ie r变换定义为西数F 。 : 〔o ,

oo )‘ R
,

并且

F 。
(s )

:
=

、

f(t )e a 王(乞
, t ) d t 对于所有 : ‘ 〔o

,

-
0 0

C灯

F
:
(s )

:
= f(t ) s a 忍(艺

, t )d t 对于所有 s 。 (o
,

co )

的 )

(3 4 )

(3 5 )

一
, 。 、

‘产、,,‘广..、、J

若我们知道了了( 乙 (R )

了
。

定理 若函数介 L

的W a ls h
一
F。。 ie r变换 F 。

和 F
。 ,

那么下述定理指明如何去计算 函 数

(R ) 是连续的并且是有界变分的
,

那么对所有“ R

f闪 _
、 _ _ 、 _

「OO
了戈t ) = 、 方

’

。气s ) c a 乙 戈s , t ) 以s + \
J O

一

J U

F :

( , ) 3 a 乙(s
, t )d s

R 一 R ;
那就是说

,

对所有 t‘I , e h , (t )
:

(3 6 )

合
c h , 表示区间 I二 R 的特征标画数 c h , :

一 1 ;
对

于所有 t‘R \I
, e h , (t )

:
= o

。

利用e五;

我们下面给出W
a l‘h

一 Fo u r ie r变换的例子
。

例 2
.

合f由了
:
= e a 乙(乞

, ·

)c h , ,

及 了: 一 (一 l / 2
, + 1 / 2 ) 给定

,

则 F
。
一 c 入; , ,

及 I’ :

~ 〔诬
,
云+ 1 )

,

而F
:
= 0

。

例 2
.

合了由f
:
一 s a 王(玄

,
·

) c h , ,

及 I :
二 (一 1 / 2

, + 1 / 2 ) 给 定
,

则 F 。
= 0 和 F

。
=

eh , , ,

且 I尹 :
一 “一 1 , 觉〕

下面我们讨论函数介 L Z (R ) 的W a lsh
一 Fou

r ie r变换
。

对于每一个这样的函数和 对 于 每

一个
: 好R

,

我们用了
r :

~ fe h (一 : , + : )定义窗少
r 。

显然了
r ‘毛2 (R ) f

~

; L (R )
。 ,

所以
,

存在有

z r

的W a lsh 一Fo u r ie r的变换F : , 。

和F r , s 。

能够证明
,

当 r趋于无限时
,

函数 F r , 。

和F
r , :

在空
,

间 L Z (R )中分别收敛于画数F。

和 F : 。

按照定义
,

这些极限是画数犷‘乙2 (R )的 W a lsh 一 Fou
r ie r

变换
。

下面的
“

Pl au
o h e r e d ” 定理是正确的

:

定理 对于了( 乙2 (R )
,

我们有 F
。 (L Z (o

,

co ) 和F 。‘L Z (o
,

co ) 而且对于 几乎所有的 t‘R
,

我

们有

「“ _
’ 、 _ _

_
、 _

「
J灭t )一 、 户 。又s ) c a 乙灭s , t )以‘ + 、

J O J
F s

(s )s a t (s
, t ) d s (3 7 )

又有

}!f}1
2 = {}F

e

i}
2 + llF

:

{{
Z J

(3 8 )

下述的卷积积分的推广在W
a ls h函数的通信应用中特别值得注意

。

令了
, g 。乙(R )

,

这样
,

了

和g 的卷积了* g 可用耐数 f* g :
R * R 定义

,

它 由下式给定
:

(, * 。) (: )
:
一

l士二
, (。。; )。(; )d ;

(3 9 )

一 2 3一



此处在 七< 0 时
,

二进和数te 落用 t e 艺 :
~ 一 (一七田幻定义

。

能够证明二进卷积有下列性质
:

对每一个f
, g ,

从乙(R )
,

有

f * 洪 L, (R ) (4 0 )

了* g = g * f (4 1 )

f* (g + h )一 f * g + f * h
’

(4 2 )

f* (g * h )一 (f * g ) * h
、

(4 3 )

进而我们还有下述的卷积定理
:

定理 合 f
,

班乙(R )和h ~ f * g
。

又合F 。 , F , ,

G
。 ,

G
s ,

H
。 ,

H
:

分别表示f
, g 和 h 的

W a lsh
一 Fo u r ie r

变换
。

则有H
。
~ F

。
G

。

和H
’

,
二F ,

G
s 。

最后我们来谈谈平移定理
:

定理 令了‘L (R ) U 乙2 (R )
。

对每一个乳( R
,

合了
: 表示平移几的函数

,

自日了: (t )
:
= 了(t 。几)

。

令F 。 ,
F

:

和 F : 。 ,

F : , :

分别表示f和 f
‘

的 W a lsh 一
F o u r ie r 变换

。

那么对于所有
s
) o ,

有

F : , 。
(, ) ~ c a 乙(s

,
几)F

。
(s )

, F , , :
(s )= s a l(s

,
乳)F

s

(s )
。

在上述 W a lsh
一
Fo u r ie r 变换的讨论中

,

我们优先采用了W a ls h函数 s a 乙(s
, ·

) 和 e a z (s
,

·

)
,

对于W
a ls h函数劝。而言

,

可以导得一套对等的理论
。

8
.

离散有限W al s b 变换
.

了

现在我们来考虑离散W al s h 函数 w (i
,

·

) 的调和分析
。

我们早已提到
,

在这种情况下
,

此

理论转化成初等线性代数中熟知的许多方法的一部份
。

所以大概说一说结果就可以 了
。

读者

若耍仔细研究莆参看G ib b s 〔7 〕 和p it“h le r 〔2 5〕 的著作
。 ‘

合R (n )表示形式为f
:
N (川 * R 的所有函数 f组成的线性空间

。

每个函数 f( R (助 可以解

释 为一个信号
。

在第三 ( 3 ) 节引入的离散W al ; h 函数的集W (川构成空间 R (哟 的完备正交

函数集
。

对所有 i ,

j ; t‘N (。)

Z n

若云~ j

艺 。 (, , t )叨 (j
,

t )一 (4 4 )
七忆N ( n ) 0

就基w (川 而言
,

每个函数介R (句的表示形式为

若乞今 j

了(。)一 2
一 ”

名 了(乞)叨 (它
,

t ) (t (N (“) ) (4 5 )
全e N ( n )

此处 f(动 表示第泛个 “W a lsh
一
Fo ur ie r

系数
” ,

并 由下述求和公式给出
:

拿(
, ) 一 艺 , (。)叨 (,

,
。) (, ‘N (二 ) )

(4 6 )乡

t C N ( 几 )

很显然
,

方程 (4 5) 能够看成为函数 了‘R (川的W a lo h一 F o

ur ie r表示式
。

在这种情况下
,

方程
(4 6 ) 对 所 有 ; 。N (二)

,

由了
:
N (。 )* R 及艺}一宁(￡)来确定 r的w a , S卜F o u r ie r 变换了

。

两个函数 f‘R (二)和 g ‘R (n )的双卷积 f冰g 定义为

(犷。g ) (。)
:
一 名 f(。e ‘) g (; ) (乞‘N (n ) ) (47 )

r CN ( n )

* 此式原文有误
。

一译注

一 2 4—



与连续情况相似
,

我们有下述卷积定理
:

厂
、

对所有f
,

尖 R (” )

(工
, g ) (乞) ~ 步 (乞)

对任意的“N (n)
,

合T
:

表示线性算子T
r :

/ \

g (感) (乞‘N (n )) (4 8 )

R (。 )叶 R (。 )
,

对所有 t‘N (n )和所有 了‘R (n )
,

它由了}* T
r

f及 (T
:

f)( : )
:
二 f( o 0 : ) 给定 ; 每个算子 及可以称为二进平移算子

。

再有
,

对每个函数“ R (n ) 我们用C 。 : R (n )叶 R (n )和f }叶 c 。了
:

~ 卜 g 定义同它结合的二进卷积算

子c 。 。

不难看出
,

二进卷积和二进平移算子是可以交换的
,

乞‘N (几)
,

我们有

C o T
r

= T
r

C g

也部对所有 g ‘R 扭) 和对于所有

还有
,

叨(乞
,

不难证明
,

二进卷积算子c g 的所有本征函数是离散W
“I o h函数

。

若 g (幼 并 。

卢、

(4 9 )

那 么

是一个本征值为 g (幼 的C 。的本征矢量
。

为了方便起见
,

让我们用矩阵记号来考虑前述的概念
。

我们合空间R (川 和实 2 ”一

tu Pe ls

的 : 吮维欧 几里得空间恒等
,

并在其中选择单位矢量 的标准基
。

这样
,

每一个函数 了(R (川 对

应于一个形式为 了一 (了( 0 )
,

了( 1 )
, ·

一了(2
”
一 1 )) 的列矢量 f

,

此处~ 表示转 置
。

于是

对于W al o h 一Fou
r ie r变换运算而言

,

我们用矩阵给定W
:

W
:
‘〔叨( o , ·

) 1⋯ }叨 (Z
n
一 1 , ·

)〕
/ 、

(5 0 )

所以 f‘R 扭)的W a lsh
一 Fo u r ie r变换 了表示为

/ 、

f = W f

二进平移算子 T
,

的矩阵表示形式为

T , :
~ 〔e

,

{
e :
e ll ⋯⋯ {e

,
e Z

。

一 1〕

此处对汪N (川 列矢量 e . 表示标准基的单位矢量
,

这些单位矢量 由诬~ j时 e , (j) -

时
, “ : (力一 。来给定

。

每个二进卷积算子c 。用矩阵c 。
来表示

,

c g
的形式为

(5 1 )

(5 2 )

1 和当乞粉j

C
g :

= 〔g }T 1 9 1⋯ ⋯ }T
Z 。 一 ; g 〕 (5 3 )

/\
了入

g f

按定义加g ~ C 。了和应用卷积定理我们得到 (f* g ) 二 (C g f)

。

根据这个结果我们看到
,

就
“W al s h矢量

” w (o
,

0)
,
w (1

,

矛

入

~ W C o f= W C o
w

一 里 f =

1 )
, · - ·

⋯ w (2
”
一 x , ·

)

所给定的基来说
,

每一个二进卷积算贡
c 。由一个

岭
矩阵w C o

w
一 ‘
表示

。

而

W C o
w

一 l = D 艺a g ( g ( o )
,

⋯⋯ g (Z
n
一 1 )) (5 4 )

五
、

应 用 中 的 概 念

在这最后一节中
,

我们讨论一下在通信工程中已经证实是有用的某些概念
。

选择的材料

与作者的个人兴趣有很大关系
,

因而不反映 目前的技术水平
。

如欲更多地了解W “ls h 函数 的

应用
,

精参看关于W al sh 函数应用的年会会议录 〔 1 ,

18
, 3 4 , 3 5 〕

。

,
.

W
a lsb 调和分析中的抽样定理

合乙
2

(R )是信号空间
,

那么对于每一个信号了。乙
: (R )

,

下述命题是成立的
:

假定存在有
“截止 ”

叙率
。。 ,

使得所有
。
>

s 。

时对于W
a ls h 一

Fo ur ie r
变换凡和F , ,

我们有性 质 F 。
(。) ~ 0

和 F 。

(s ) ~ 0 ,

则了‘L Z (R )由了的样本值的序列

(⋯
,

了(一 Z T )
,

f(一 T )
,

了( o )
,

f(T )
,

f(Z T )
,
⋯ ) (5 5 )

— 2 5一



唯一决定
,

此处 T 由T
:
= 1/ 25

。

来给定
。

信号了‘乙
2 (R )可表示为

C火J

f(t ) = 丫 f(仍 T ) e h
尸 n 。 、

(t 一饥 T )
‘. 日 k U , 1 夕

(5 6 )

灯2 - 一 。。

把这个定理同经典结果相此
,

显然是类似的
。

但是
,

因为在叙率意义下的有限带宽信号是阶

梯函数
,

所以我们的定理似乎意义不大 。 Pi o h la 〔2 3 〕首先用这种形式提出这个定理
。

更一般

的抽样定理已由K lu v a n o k 〔1 5〕证明
。

2
.

二进卷积系统

为了我们的 目的
,

把关系S C 乙 2 (R ) X 乙 2 (R )取名为一个时间系统
。

W al o h
一
Fou

r ie r 变换

理论 (还类似于富里叶或拉普拉斯变换理论 ) 使我们能把这个系统和
“
叙率

”
表示S

。

和S ,

联

系起来
。

而后二者 由下式给定
,

S 。 : 一 {(X
。 ,

Y
。
) : (二

, 夕)‘S }和S : : = {(X
: ,

Y
:
) : (之

, , )‘S } (5 7 )

此处X
。 ,

X
。

和Y 。 ,
Y

:

分 别表示信号
: 和 , 的W al s h 一

Fo ur ie r变换
。

对于此种时间系统的某 些

类型
,

叙率表示便于作更方便的描述
。

二进卷积系统就是这样的一类
,

它将在下 面 予 以 说

明
。

对于任意丫 L (R )
,

我们用

S (九) : = { (
x , 夕) : x ‘L Z (R )和夕= 九* x

} (5 5 )

定义二进卷积系统S (川
,

.

此处 * 表示二进卷积
。

我们看到
, S (劫的输出信号夕是用输入 信 号

: 同s (h )的脉冲响应h的卷积来形成的
。

S (劫的叙率表示S
。
(劫和Ss (h )用下式给定 ,

S 。
(h )= { (X

。 ,
Y

。
) : (劣

, , )‘S和Y
。
= H

c
X

。

} (5 9 )

s :
(h ) = { (X

, ,
.

Y
:
) : (:

, , )‘s和Y
。
~ H

。
X

。

}

此处H
。

和H
:

表示脉冲响应h的W a lo h
一

Fo ur ie r变换
。

该函数也称为二进卷积系统s( h) 的传 递

函数
。

作为叙率表示的一个优点来说传递函数可在叙率域上逐点运算
。

让我们来谈一下二进

卷积系统的某些其它的性质
。

因为二进卷积是一个线性运算
,

所以每一个二进卷积系统就是

一个线性系统
。

二进卷积系统s (h )的第二个性质是
,

相对输入信号的二进平移 (d ya d io tra
-

n s la t io n ) 的不变性
。

若我们有 (劣
, 夕)‘S (h )

,

那么对于所有实平移几( R
,

亦有 (怎 , , 夕; )‘S (h )
。

换言之
,

若夕~ h * x ,

那么对于所有突数从 R 有夕
, ~ 入* x ‘。

所以
,

若我们已知 (劣
,

豹‘S( 酌
,

则要计算一个平移几对于输入信号的输出信号是没有问题的
。

令s (h l )和S (h Z )表示二进卷积系统
。

s (h l) 和s (h : )的并联可用二进卷积系统S (h ; 十入2 )

来定义
。

显然
,
S (h l + h Z )的传递函数 由H : 。 + H Z 。和H : 。 + H Z :

给定
。

S (h : )和S (hZ )的 串联

用二进卷积系统S (h l * h Z )定义
。

这个复合系统的传递画数由H ; 。H Z 。

和H , ,
H : ,

给定
。

所有二

进卷积系统的集相对于并联和 串联而言就构成了交换代数
。

很清楚
,

在信号空间由 L Z (一合
,

十会 ) 或 R (川给定的情况下
,

也能引进二进卷积系统的概念
。

3
.

H a r m u th的叙率带通滤波器

二进卷积系统S (h )具有由下式给定的传递函数H
。

和H
。 :

“
。 : = e h 〔。 2 : , ( 。+ 1 ) 2 、 〕

和月
: : 三 e入〔

n Z ‘ , ( 。+ 1 ) 2 无 ,

此处。({ o , 1 , 2

一 26一

一}以及k表示一个整数
。

则s (h )称为带宽是
2 “

、

截止叙率是 。2 “
(6 0 )

的带通滤



波器
。

对“ = 0 ,

叙率的带通滤波器也称为叙率的低通滤波器
。

可以证明
,

和方程 (6 0) 的传

递画数H
。

和H
。

相连带的脉冲响应为
:

五(t )~ 2 凡+ ‘e a 忍(皿
允 , t )e h ( 。 , 2 介 ) (t ) 对所有 t〔R (6 1 )

由于h的特殊形式
,

就可能象用 g ~ h * 怎给出的那样
,

把输出信号甘表示为

, (t )= c a z(“2 “
, t ) 艺

一

。。e h 〔。
, 2 、 ) (卜饥 2 一 ‘“十” ) (6 2 )

此处系数a 。由下式给定
:

。。 一 :
一{

‘。 + 1 )
/
2 北+ 1

工(不)c a 乙(牡2 人
, 不 )d乞 (6 3 )

,

m /
2 叱+ 1

方程 (6 2) 能够直接用电子器件实现〔13
, 么3〕

。

4
.

二进相关函数和最佳过滤

在这一节中
,

我们介绍在二进卷积系统理论的发展 中已经完成的一些结果
,

这些二进卷

积系统在均方意义不是最佳的
。

虽然离散和有限情况再容易处理 (见〔‘“
, “‘〕), 但这里仍与

以前各节一样
,

考虑连续情况
。

至于更仔细的研究
,

可参看〔2 4〕
。

让我们考虑下列问题
:

假定
‘(玩 (R )由和式

‘一u 十
唠定

,

此处“是实际输入信号
,

甲是

噪声
。

问题是要寻找一个二进卷积系统 s (劫 使得输出信号 h * x (郎对应于受 扰 输 入 信 号
: = 二十 。 的输出信号) 在均方意义下最佳地近似于输出信号 h * 二 (郎对应于未扰信号 二的输

出信号)
。

至 于以式子来作等价表述
,

这就是必须寻找一个函数被L (R )
,

使得 }}h * 劣一九* 川

二 lh * 训最小
。

能够证明
,

当且仅 当满足下列广义W 乞e n 即一H o
Pf 方程时

:

r o x
一 r x * h 一 0 (6 4 )

因果性脉冲响应入
,

郎对所有 亡< o ,
入(t ) ~ o ,

是给定问题的解
。

此处画数
r “ 二

和 几分别由

下式来定义
:

: 二二 (t )
:

~ (二 * 工) (t ) 对 t》 o

: 。二 (t )
:
一 。 对七< o

: 二 (t )
:
一 (沈 * : ) (t ) 对

、

t》 o

: 二
(t )

:
~ o 对七< 0

: 。 二

称为信号二和工的二进互相关函数
; r 二称为怎的二进 自相关画数

。

我们看到
,

方程 (6 4) 也
.

能够有下述的解释
:

当且仅当 ( :
, r 。 二 )。、(川时

,

二进卷积系统s (川 在上述意义下是 最 佳

的
。

把卷积定理用于方程 (6 4 )
,

便得到对最佳系统s( 川的条件
:

R u 二 , 。
~ H

。
R

二 , 。

和 R
。 二 , :

~ H
:
R

二 , s

(6 5 )

此处 R 。二 , 。 ,
R

。 二 , ,

和R
二 , 。 ,

R
二 , :

分别表示相关函数
: 。 二和 : 二的 W a lsh

一F o u r ie r
变换

。

跟经

典理论相似
,

这些函数可以看作
“
叙率的功率谱

” 。

所以
,

若我们知道了二和戈的 互 功 率 谱
-

R 。 x , 。

和 R
。 二 , : ,

又知道了劣的功率谱 R 二 , 。

和 R
二 , , ,

那么利用 (6 5) 可以计算最佳二进卷积

系统的传递函数H
。

和H
: 。

、

当信号、和噪声
”
在二进相关意义下是不相关时 (对 所 有 “ R

, : 。 ” (t) “ 0 )
,

我 们 有
’

九 ~ : 。 + , 。

和 , 。二 = : 。 。

因而
,

方程 (6 5) 的条件可以写为
:

一2 7—



H
。
~

R 、 , 。

只
“ , 。 + R

。 , 。
和 R生赶红H

、

“
一

凡二
、十 R 。 , “ (6 6 )

最后应提一下
,

这个结果可以推广到更宽类型的
“有限功率 ”

一

信号
,

也勘对信号
: 而言

,

极限
:

l泛饥

T 一) C心

1 广+ T

止
- 、 , Z r 手 、 J 丢

。甲 、
_ 山 、 ‘ / 场 ‘

‘ 二 J 一 T

(6 7 )

是有限的
。
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时 眺

P
.

M
.

S e h u lth e is s :

假若耍把定义域从 ( o
, z ) 开拓到 (一oo

,

、 )
,

用什么方法开 拓
s
孕l和

c a l函数 ?

答
:

象我们所做的那样
,

对于任意非负实叙率
,

人们够够定义出许多
, al 和。al 函数

。

这

些函数的集形成希尔伯特空间L Z (一co
,

oo ) 的核函数的完备集
。

J
.

w
.

R
.

Gr if fi th (评述比较信号带宽的问题 )
:

关于带宽这一主题
,

我想就是H ar m ut h本人
,

在有人就用w al sh 函数发生电磁波 事

—
“注意所有这些谐波都是你发生的

”

—
提出抗议时

,

对发送所有这些正弦谐波的人提

出了抗议
。

T
.

K oo ij
:

在一个给定的W al o h函数的 (完备) 集 中
, R ad

e m ac h e r函数的百 分 北 有 多

大 ?

答
:

严格说来
,

仅当k 是非负整数时W
a ls h函数

s al (2 “
, .

)才称为R ad
e m ac h e r函数

。

所

以
,

有 Z n
个 W al sh 函数的完备集正好也具有 n 个 R ad

e m a o h e r 函数
,

因而 百分 比 应 是
n / Z n 。

P
.

M. s 。hu lth
e is。 :

有没有一个跟w ie n e r 一H o
Pf 因子分解问题简单等价的问题 ?

答
:

这个因子分解的向题在这一理论中不出现
,

因为在道接用W al s h
一Fo

ur ie r变换求 解

并 w ie n er
一
H o Pf方程时

,

你
J

总可以求得合乎因果关系的解
。

A
.

A
.

Re gu io h a :

若你有一个连续信号
,

你在相等的时间间隔上进行抽样并对样本量 化
。

这是否同变号率有限的信号等价 ?

答
:

在量化一个信号中
,

所得结果在相等时间间隔上是不变的
,

我们就得到一个变号率

有限的信号的变
一

号率 ;
但是一般讲来

,

此结果跟变号率有限的原来信号不同
。

R
.

E
.

Bo g n e : (评论)
:

若在每个区间中的值等于在该区间上 的平均值厂那么就得 到 原

来信号的正确变号率极限
。

P
.

M
.

s C

hu lth e io s :

你能否给我举出出现二进卷积的问题的一个简单物理例子 ?

答
:

在观察 自然界中
,

我个人还没有发现可用二进卷积摸拟的任何现象
。

当然
,

在许多

工程例子中二进卷积可能十分有用
。

R
.

E
.

Bo g ne
r :

在用 D F T过滤长序列中
,

我们需用选择/ 省略或某些另外的方法 以 便 避

免循环卷积
。

在用 D W T 时
,

类似的问题会出现吗 ?

答
:

本人还没有注意到此类问题
。

(丁达夫译 张叔英 冯绍松 单荣华校)
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