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符号和标记

复数 a
的共辆复数

。

·

) 函数必 (
.

)的Fo u r ie r变换
。

分布 f的Fo u r ie r变换
。

一
a勺必、f

< f
, z

> 在向量空间Z上线性泛函 f对应于元素妊 Z 的数
。

D 。 (a x ,
⋯

, “ 。
) f(

. 口几

二 万丁不王二一 一下刃 石一 寸(
。

口石 1 1 二
’

⋯ 0 石n n

整数h > 。; a , 》 0 ,

满足
。 ; 十 a : + ⋯ 十 a 。

二入;

了(t) ~ 于(t l ,
⋯

, t。 ) 是 t = {t , ,

⋯
, t。 }‘R

n

的函数
。

D o了(
.

) = f(
.

)

d 、

D 。了(
·

)一佘万了(
‘J ‘

当n = 1 (七一 t , )
。

D 。 (“ 1 , ’二 , a n
)了

,
D o f

,
D o f

:

同样的意义
,

但用于一个分布了
。

认 a. 缩写
:

随机变量
。

‘

e. 仇
·

缩写
:

数学期望
。

f
. a 。

缩写
:

随机函数
。

E (X ) 随机变量X 的数学期望
。

d
·

a .

缩写
:

随机分布
。

B 。
R

n

中的B o : e乙 叮一代数
。

一
、

关 于 分 布 函 数 的 说 明

本报告的主要 目的是耍说明分布函数的理论为随机信号的研究提供了有效的计算方法
。

关于分布函数的理论
,
I

.

M
.

G e lf a n d
,

G
.

E
.

Ch ilo v , N
.

Y
.

V ile n kin 〔”或者L
.

S e h w a -

r tz 〔2 ’已作了非常广泛的叙述
。

这里
,

我仅就该理论的月
J

个耍点作一下扼要的说明
。

(a ) 函数类 S
。

我们用S
。

(n 为》 1 的整数 ) 表示满足下列条件的 (复) 函数必 (t )
,

“ R
”

的向量空间
:
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( 1 ) 必 (
.

)具有各阶偏导数
;

( 2 ) 对所有整数h》 0 和所有满足
a 、十 ⋯ 十 。 。

= 瓦的整数
“ , 》 0 (j二 1 ,

⋯
,

动
,

以及对所有

的整数q , > o 行~ 1 ,

⋯
, 。 )

,

存在一个常数C 。 (。 , ,

⋯
, a 。 ; q , ,

⋯
, q ,

)使得

}t、“ i ⋯ 亡。“二 D 。 (a l ,
⋯

V t(R
n

设必
、(

.

)‘S
。 ,

{必
、 (

.

) ;

如果 (按上面的记号 )
:

( l )对所有瓦
, q , , “ , ,

切 k及一切“ R
”

有

, a 。
)必 (t , ,

一
, t 。

) !簇C 、 (。 , ,

⋯
, a 。 ; q , ,

⋯
, q 。

) .

叱一 1 , 2 ,
一 } 是函数列

;
我们称它在S

。

中趋向于 。 (当k* 十 oo )
,

存在一个与礼无关的常数 C 。(a , ,

⋯
, 。 。 ; q ; ,

一
, q 。

)
,

使得对 一

l云: “i ⋯云。 ”。 D 。 (a : ,
⋯

, 。。
)必 、(t , ,

⋯
, t 。 )】摇C 、 (“ : ,

⋯
, “ , ; q l ,

⋯
, g 。 )

( 2 )对所有h , a , ,

极限

从仍 D 、 (“ , ,
⋯

, a 。
)必 、(t ; ,

⋯
, t 。 )二 o对 R

n

中的任何有限部分 t是一致的
。

k ~一卜C心

例(1
.

1) 属于5 1 的函数必 (
.

)的一个例子是函数
必 (t ) = e 一 : ,

F o 锐r 乞e了变换

(n = 1 ; t“ t l )
‘

必 (
.

) ‘S
。

的F o 二 , 乞e : 变换 必 (
.

)定义为

必 (, )一fR
o e

一 2 泥 ‘( p ’ ‘ )必 (七)d 亡 (, ‘R
八
) (1

·

1 )

其中 (, ,
幻 是指表达式月梦

二、 护 , 幻
。

我们有
:

定理 (1
.

1) F 。二 : 幼 :
变换 (1

.

1) 是S
。

自身的一一对应的并且双方连续的线性变换
,

其

反演式为

必 (七)一JR
, e “

韶 ’ (” ‘’ 必 (’ )d y
(1

。

2 )

下面
,

我们要用到
:

。 = l 的情况 (t一 t 、, , 一 , 1 ,
(, , t )~ , t ) ,

n 二 2 的情况
,

在这种悄况下
,

对于必 (
. , .

)‘5 2我们把 (1
·

1 ) 改为下列方便的形式
:

毋 (, : , , 2 )一fn Z e
一“介 ’( ”

“ ‘十 ’ 2 ‘ 2 ’必 (亡, , 亡2 ) d 亡l d 亡2 (1
.

3 )众*

(b ) S
,

一分布

为了书写方便起见
,

任意二的悄况
。

我们仅限于对 。 一 1 的情况引进分布的概念
,

它可以立郎被 推 广 至

我们把s , 上的所有连续的线性泛函了称作5 1 一分布
。

这就是说
,

如果在S 、中必 (
·

) 趋于。
,

那么 < f
, 毋 (

.

) > 亦趋于 。
。

一个 S : 一分布 f
,

我们说它趋于 S , 一

分布 g ,

如果对 所 有 必 (
.

)。S , ,

< f , 必 (
.

) > 趋 于

< g , 必 (
.

) >
。

我们用D (s : )来表示全体s , 一
分布的集合

。

例(1
.

2) 假定tn (dt )是R 上的一个d一可加的集函数
,

如果存在
a > “ ,

使得

,

原文不等式右端为C ,
(
。 、 ,

⋯
, a 。

)

—译者
, .

此式原文有谋
。

一译者
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{
R (1 + 。2 )

· “

!tn }‘d 。)< + co
(1

.

3 )*

那么
,

等式

<。
,

, (
.

) > 一 (
。, (t )石 (d t ) y。 (

.

)。5 1

J 互七
(1

。

4 )

确定了一个5 1 一

分布。
,

它等价于。(d t )
。

一个特殊的情况是饥 (d t) 一 f(t )dt
,

到t) 是密度
,

这时 (1
.

4) 式变为
:

<仇
,

, (
·

) > 一

l士二
, (。)

丽
:

(1
。

5 )

我们可以说
,

普通函数了(
·

)通过 (1
.

5) 式与一个s : 一

分布等价
。

例(1
.

3) 考虑函数了(t ) ~ 1 /t
,

它不能按(1
.

5 )式直接看作为一个分布
,

因为 对 于 中(
·

)眨

甲、 ,

f 献 t)
_ ‘ .

一
、 . ,

,
,

‘一一
, ‘ , · ,

- 一 - · - , ·

-

一⋯ 一 一
卜

5 1 ,

积分、二号二dt 一般来讲是没有意义的
。

但是
,

我们可以用 下 式 定 义 一 个 s , 一

分 布
“

., ’ ‘一

JR t 一
’

一 一
’ ‘

一
’

“一一
” J “ ’

一
’

一
’

甲
‘

一
’ ‘ ’‘ ’

一“

~ 一
’

,

I ,

或
“

逆分布
” :

乙愈饥 f 币(t )
,

_

< I
,

争(
·

) ) =
n “ “ “

尸
。

\

一
d t V

州
〔5 1 (1

。

6 )
￡叶 十 0 J t - , , , 、 ·

、一

l引 > .

它等价于
十 C心

< ; ,

州
> 一喜(

乙 J

币(t )一币(一 t )

t

也等价于

< , ,
, (

·

) >一l{二
L O g , 。‘D

l
“。, d ,

(C )S 、
一分布的一般形式

合 H 。 (。为》 0 的整数) 是函数创幼 (庆R ) 的一个集合
,

它满足
:

( l ) 对于 。 ( h‘仍
, D 种 (

·

)存在并且在B ;上可测
,

( 2 ) , 二 (, ) 2 一

感{
, n · , (。, 一“ + ! 2 , 2 ’“。< + -

R
(1

。

7 )

H m 为一个H 舰b e叶空间
,

在这个空间内中(
·

)〔H 。 与 劝(
·

)(H 。的复共扼乘积币(
·

)。劝(
·

) 定 义

为
:

币(
·

)。、(
·

卜艺丁
D ·, (。)

~
( 1 + 。2 ) Z m d 。

九二 O R

(1
.

8 )

由 (1
.

7 ) 式确定的A m (们“是币(
·

)〔H m 的模
。

设币(
·

)贬5 1 ,

又争(
·

)〔H 。 ,

tn 》 o ,

可以证明
:

定理 (2
.

2 ) 如果尹〔n (s ; )
,

存在二》 o和一个属于月 m 的函数步(t )
, 亡(R

,

那么
,

对一切币(
·

)

(5 1 ,

< f
, 价(

·

) > 等于在 H 。中币(
·

)与了(
·

)的复共扼乘积小(
·

)。红
·

)
。

换句话说
:

关原文公式编号有冲突
,

为前后呼应起见
,

仍予保留
。

—译者
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< f
.

, (
·

) > 一艺
_

f
。。, (。)

丽
〔1

一

卜。2 ) Z m d。

内二口
,

屯、

肠
(1

。

9 )

从 <了
,
功(.

.

) > 的这个表达式还可以很容易地推导出其它等价式子
,

但是
,

我们耍考虑其最便

于应用的形式
。 ’

(d ) S :
一分布的导数

一个 S : 一分布f的导数是 由下式定义的 S ; 一

分布D : f :

( D , f
,

中(
·

) ) ~ 一 < f
, D , 小(

·

) >
,

v 币(
·

)‘5 1

(e) s , 一分布与一个函数的乘积

假定孔(t )是一个“跷的 (复) 函数
,

对于任何创
·

)“
; ,

函数几(
·

)例
·

)‘s , ;
这种函 数 的

一个例子是乳(t) 一 t “ (q 是》 0 的整数 )
。

我们把S , 一

分布f与函数孔(
·

)的乘积定义为s , 一

分布

g “几(
·

)f
:

< g ,
币(

·

) > ~ < f
,

乳(t)币(
·

) >
,

u 弟(
·

)‘s , ( 2
.

2 0 )

(f)5 1 一分布的F o u r ie r
变换

一个 S , 一

分布 f 的 F o
ur ie r 变换是一个 S , 一

分布 了 定义作
:

< f
,

小 (
·

) > 二 (了
,

拭
·

) )
,

V 中(
·

)‘Sl

这样确定的 F o u 成er 变换是 D (s , )自身的一一对应的双方连续的线性变换
。

定理 (1
.

3 ) 一个s : 一

分布了的导数。
: 了的 F o u r ie r 变换 D l了是 r 与函数 2拓乞t的乘积

。

二
、

一个多维随机变量的非线

性函数的数学期望的计算

作为第一个应用
,

我们将弓!出一个多维
v . a .

的非线性函数的
e .

m
.

的计算
。

这个应用 是

我们所熟知的
,

这里仅作简单的说明
。

设{二
, ,

⋯
, x 。

}是一个概率密度为 p (x
, ,

一
, x 。

)的实的n 维的
” . a

.

; 又设 乳(二 : ,
一

,

工砂是{x 、 ,
⋯

, 工 。

}‘R
“

的实的或复的画数
; 我们提出如何计算E (几(x ; ,

⋯
, x 。

)) 的问题
。

按定义
,

问题在于计算积分
:

: 一 (
_

、(二 , ,

⋯
,
二。

)。(二 , ,

⋯
,
二 。

)‘x , ⋯ d x 。

.I R “ (2
。
1 )

从原则上讲
,

当且仅当积分 工绝对收敛时 E 〔人(工 1 ,

⋯
, x 。

)〕才存在
。

但是
,

我们耍假定函

数p (
·

)属于类s心
、

同时几(
·

)要象一个s n 一

分布孔那样来看待
, 下面我们要系统地利用第一节中

J

的概念和记 号
。

I 可以理解为
:

I 一 ( 几
, 户(

·

) > (2
.

2 )

在这些条件下
,

我们承认 E 〔双 x , ,

⋯
, x 。

)〕存在
,

并且按定义等于 <入
,

P(
·

) >
。

进而耍估

计 < 几
,

P(
·

) >
。

根据第一节中引入的记号
,

有
:

<大
, 产(

·

) > 一 < 几
, 户 (

·

) > (2
.

3 )
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其中 又是S
。 一

分布几的Fo u r ie r变换
; 。 (

·

)是户的 Fo u r ie r变换 ; 因而 。 (, L ,

⋯
, , , 。

) 是属于

S 。

的{
, , , ,

⋯
, v 。

}。R
”

的函数
。

事实上
:

~
, 、

r _ , . _ .

少
p L少”

‘

” , 少 , , ’ 一3
“x F t 一“兀 ‘

艺
1 ’”劣”Jp 叹工 , , ’ ‘

” 工” , 以尤‘
’‘ ’

d 之 n

R
八 n 二 1

(2
.

4 )

这就是说
,

、

如果我们合 。 、“ 一 2 “ , 。 (h一 1 , 2 ,
⋯

, n )
,

那么
。 , 。的函数 户 〔一 (

“’ ‘
/

2 ,

)

(
‘ ”

/
2 二

) 〕与n 维
。 . a 。

{
‘ 1 ,

⋯
, 沈。

}的 (n维 ) 特征函数没有区别
。 、

现在我们假定 几等价于 (R ” ,

加的和 a一有限的
,

不管n 是什么
,

B 。
) 上的一个集画数 弄 (dl,

, ,

⋯
,

d’,
。
)

,

而且 是 “一可

它都满足 ( 1
.

3) 式
,

于是 (2
.

3 ) 就可写为
:

一

(
_ _

育(, : ,
⋯

, , 。
)了 (a , 1 ,

⋯
, d 】

, 。
)

‘ R “

(2
。

5 )

(2
.

5) 式的积分计算是容易的
。

比如
,

我们假定{
: : ,

⋯
, : 。

}是一个拉普拉斯
。 . a . ,

郎

E (: n )= 0 (孔= 1 , 2 ,

⋯
, n ) ;

条件 (2
.

6) 从原则上来说并不限制我们下面的讨论
,

E (劣 , 劣叱) = 少, ‘ (j
, k = 1 , 2 ,

夕, 、是{
: : ,

⋯
, : 。

}的协方差矩阵 r 。

的元素 (参看 R
。

(2
.

6 )

我们只是为了书写简单而已
。

令
:

⋯
, 几 ) (2

。

7 )

户 (, , ,

⋯
, , n

)二 e 工P{ 一 2 拓 2 刀 , , 、 夕, 、

Fo r t e t ( ‘〕, V
.

5
.

) ; 于是
, , , ‘

} (2
.

8 )

它 当且仅当 r 。

是正定的时侯 (这正是我们的假定 ) 才属于类S
, 。

(2
.

5) 式可以写作
:

E 〔* (一
,

⋯
,

二 )卜{
R⋯p { 一 2 “ 2 乙 , , ·, , 二 , 二 }; (d · ! ,

一 “二 ,
(2

.

9 )

它可以直接进行计算
。

但是
,

我们还要注意到
,

按 (2
.

3) 式
:

口

口犷, 凡
E 〔几 (x , ,

⋯
, x 。

)〕~ < 几
,

口

d少j k
’
户 (

·

) > = 一 2 杯 2 < 几 , , 梦、 p (
·

) >

(2
.

1 0 )*

因此
,

按定理 (1
.

3)

口 _ _ . 、 、

1
,

沪
. 、 、

1
一

百不万匕 L人气沈 ‘ ,

”
工 ” ) J ~

一

丁
一

又
~

石两刁瓦
- 人, ”又

’

厅 ~ 厄

a _
。 , 、 、

1 _ 「
即 百i不丁巧 L流 ‘工”

’

*’, 工 ” ’J “ 一
了气 Jx , 口x 丸

又 (沈 z ,

一

< * 厂而

箫
尸(

·

二 )

l

) >

(忆
.

1 1 )

(2
.

12 )

在 (2
.

1 1) 式及 (2
.

12 ) 式中
,

(d Z / 口翔口从 ) 又是分布意义
_

L的二阶导数
,

按第一节中的记

号就是
:

D : (a l ,
⋯

, a n
)几

,

当瓦并j
,

k时 a 。 ~ o ; a , = a 。 = 1

如果 〔2
.
1 1) 及 (2

.

1 2) 的第二项可双直接计算
,

我们就可以从一个积分推导出刀〔凡(劣
, 夕
⋯

,

x 。
)〕来

。

* 此式原文有误
。

—译者
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三
、

二阶随机的S
,

一分布

假定H是二阶。
.

a
.

的Hi lb e r t空间
,

也就是说
,

它是满足 E ( {Z }“ ) < + 、的
。 . a .

Z 的集

合 (一般来说是复的 )
。

称H 是一个Hi lb e r t空间
,

在这个空间里
,

一个元素X ‘H 与另一个元素Y ‘H 的复 共 辆 乘

积定义为E (X Y )
。

假定对每一个叔 二 )‘5 1 ,

相应的 < Z
,

叔
·

) > ‘H
,

并具有如下性质
:

( l ) V 价; (
·

)
,

价2 (
·

)‘S , ,

( Z
,

价; (
·

) + 价2 (
·

) > = < Z
,

铸, (
·

) > + < Z ,
小2 (

·

) >

( 2 ) V 价(
·

)‘5 1 , p‘C
,

(Z
, 尸价(

·

) > 一户 < Z
,

币(
·

) )
;

( 3 ) 如果当k‘ + oo 时
,

函数序列 {中
、 (

·

)} (币、(
·

)‘S , )在S , 中趋于 。 ,

那么 < Z
,

抓
·

) > 在H 中趋于H 中的零元素 (也就是说几乎处处等于 。 的
。 . a .

)
。

换 句 话 说
,

如 果

孙
、(

·

) }在S , 中趋于 。 ,

则
l乞m
叱叶 十 。。

E ( { ( Z ,

铸、 (
·

) > }2 ) 二 o

按定义Z 是一个二阶随机5 1 一

分布
。

正如对所有二阶的了
. a

一样
,

对二阶 5 1
一d

. a .

的 研 究 的 基 本 工 具 是 其 协 方 差

r 睁
: (

·

)
,

功2 (
·

)〕
。

它定义为
:

r 〔价; (
·

)
,

功2 (
·

) 〕= E 〔< 2 1 ,
圣, (

·

) ) < 2 1 ,
中2 (

·

) > 〕
,
币, (

.

)
,
币: (

·

)‘S , 串

注意
,

如果币
: (

·

)
,

价2 (
·

)( 5 1 ,

那么{ t , , 七2
}‘R Z的函数请、 (t ; )

,
价2 (t Z )就属于 5 2 。

则有
:

定理 (3
.

1) 如果Z 是一个S ,
一d

. a . , r 〔币1 (
·

)
,

小2 (
·

)〕是它的协方差
,

那么 存 在一

个唯一的5 2
一分布r ,

使得 r 〔价1 (
·

)
,
争2 (

·

) 〕二 < r ,

币1 (
·

)砚获下丫补
,
中1 (

·

)
,
争2 (

·

)‘s : 。

利用定理 (1
.

2) (推广到5 2 )
,

就有可能从 r 〔币1 (
·

)
,
币2 (

·

)〕的表达式出发给出一 个

象 (1
.

9 ) 那种的 r 的表达式来
。

有时为了充分利用这一结果
,

应当考虑到 r 不能是任意的5 2

一分布
,

因为就象一切协方差一样
, r 〔价: (

·

), 价2 〔
·

) 〕是非负定的
; 但是

,

用于寻求 r 的

必耍且充分的条件似乎还没有在文献 中确立起来
。

尽管如此
,

我们仍然称 r 为Z 的5 2 一分布协方差
。

(a ) 零阶的5 1 一 d
. a .

零阶的 z 的5 1 一d
. a .

。u r ie r变换的F o u r i
l

的F o u r ie r变换是二阶的 Z 的5 1 一
d

. a . ,

它定义为
:

< Z
,

币 (
。

) > = < Z ,

小(
.

) > V 币(
。

)〔S 、
.

我们立刻得到
:

定理 (3
.

2 ) 玄的s : 一 d
. 。 .

协方差是 z 的5 2 一 d
. 。协方差的 F。盯ie r变换厂

.

(b ) 二阶的S 、
一

d. a .

的导数

对于献
。

)招
, ,

等式 < D ; Z
,

似
.

) > ~ 一 < Z
, D ;拭

。

) > 确定了一个二阶 D ; Z 的S , -

d
. a . ,

称作 Z 的导数
。

我们立刻得到
:

定理 (3
.

3) D I Z 的5 2 一分布协方差是5 2 一分布D Z ( 1 , 1 )r
,

其中r是 Z 的5 2 一

分布协方

差
。

* 原文中此处的必
2

(
·

)误为
: 2

(
, ·

)
。

—译者
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四
、

脉冲序列的谱

为了表明分布理论对于某些计算的好处和用途
,

我谈一下下面的特殊问题
。

在每一时刻艺 ,

有一脉冲
,

也就是说
,

有一个 “ R 的f
. a 。

I (乞
, t )

。

另一方面
,

我们随

机地在 R 上选取时刻 {‘乃
,

(j一 。 ,

土 1 , “ ·

) ;
这些 “乃在R 上构成一个随机的时 间 分

布R
。

假定S (t )是由

S (t ) = 习 , I(乞 , , t )

所定义的信号
。

用下面的方式表达 R 是方便的
:

对于所有。 ‘B l ,

有一个属于。的朴的随机数 M (co )
,

使

得M (。 ) 是 (R
, B : ) 上的随机测度

。

(4
.

1 ) 式可以写作
:

s (。)一

{
B “ 不 ,

, ,、 (“, )
(4

。

2 )

可以证明 E 〔M (d乞 , )M (d不2 ) 〕= 二 2 (d‘ : ,
d不2 )是 (R Z , B Z ) 上的一个测度

;
那么

的限制条件下 ) 这是一个5 2 一

分布
。

研究 M (
.

)依赖于 I(;
,
幼的情况是有趣的

,

但是这一点似乎至今尚未得到
;

” . a .

族 I (不
, t ) ((乞

, t ) ( R Z )在随机测度胜 (
.

)下是独立的
。

命 犷(t l , t Z ; 不1 , 不2 ) ~ E (I(不 , , t ; )I (不2 , t Z ))

从等式

r (。1 , 。2 )一

I
R · , (。1 , ‘2 ; ‘1 , 不2 , m Z‘d ‘1 , “‘ 2 ,

出发
,

研究信号s (。)的协方差 r (t , , t Z )~ 忍(s (t l ) g五于汀是容易的
。

(在 很 少

我们假定

(4
。

3 )

(a ) 对角线约束

在下面的研究中
,

我们将探讨至今尚未充分揭示的一些结果
。

假定D 是 R Z
中的

“对角线
” t Z 一 t : ; 又假定二 : (心

1 , d o Z ) 是 (R 才, B Z ) 上实的或复的

‘一可加的集函数
。

作为例子
,

。 : (dt
, ,

dt
Z ) 可以是一个测度

。

设d 扭 : (“ ’是如下定义的。 ( B Z的函数
:

d m : ( . ) ~ m Z (田 门 D )
,

V 功( B : ;

我们称d m : ‘· ’是。 2 (
·

)的对角线约束
。

我们把 R “
看作是具有两条正交轴

。 亡l , 。七2 的一个平面
。

设兀是由D 到ot
l的投影运算

: 。

是D 的子集d和 R 的子集 e 一拓 (由 间的一个一一对应
。

于是
,

考虑
e‘B : 的集函数

, (e )
,

它定义为 , (e ) = 。 2 〔“
一 ‘(e )〕;

我们称
, (e )为饥戳(

·

)

投影的对角线约束
; 用一般的方法

,

(R “ , B Z ) 上的 d 一

可加函数。 2 (dt
, ,

dt Z ) 的投影对角

线约束可以表示为P m Z (dt )
。

例 (4
.

1 ) 设拼(d t )和 , (d t )是 (R
, B l ) 上的两个侧度 ;

考虑
:

d

一洲d 幼的离散分量风心 ) ; 如果它不为零
,

那么它是由分别位于 甸 (j~ 1 , 2 ,
:. )的

值aJ 构成的 ;

—5 1—



一州心 ) 的离散分 量
, (d t ) ; 它是 由分别位于点夕

、(叱一 1 , 2 , ” ·

) 的值呱构成的
。

如果之是R 中的这样一个点
:

存在一个j和k
,

使得之 ~ 勺 二 : , : ;
在

: 放上质量
a j b、

,

这样
,

我们就构成一个离散的测度
:

只0 居; 容易验证
:

二 2 (d t , , d t Z )一洲dt l ) 以d t Z ) 的投影对角
:

线约束
d o Z (dt )等于经O 子

。

附注 (4
.

1 ) 在例 (4
.

1) 中
,

假定川 d 忿)
,

州d 约 是测度
,

当它是实的或复的 d 一

可加
,

集画数时
,

推广可以立刻得到
。

对假定为 (R “ , B Z ) 上的 d 一

可加集函数二
: (dt

, , d t Z )
,

我们引进了对角线约束和投影

对角线约束的概念
。

当二 2 (dt
l ,

d 亡2 ) 是任意一个5 2 一分布时
,

其推广似乎是不可能的
。

(b) 相互独立的脉冲列的例子

假定对于乞2
拐叭

,

了
. “ .

1 (‘1 , .

)和 I( ‘2 , .

) 是相互独 立的
。

此外
:

( 1 ) 假定 E 〔I邝
, t )〕仅依赖于 (七一艺)

,

合
:

h l ( t一 不 )= E 〔I(不
, t )〕;

( 2 ) 假定召 {〔r(;
,

t , )一 h l (t l 一 ; )〕〔
一

丈行
, t Z ) 一 h , (t Z 一 : )〕}仅依 根 于 (t 、一 ; ) 和

( t : 一‘ )
,

又合
:

瓦2 (t : 一 ‘ , 亡2 一 名) ~ E {〔I(不
,

t l )一h , (亡; 一落)〕
·

·

〔I(艺
, t Z ) 一瓦1 (t Z 一乞〕〕}

( 3 ) 令饥
、(。) )一 E 〔M (。 )〕,

( 4 ) 合拼(
。。 ) = E 〔 }M (。 )一 m l (。 ) }“) ,

再假定
,

当。 ; 门 。 2 一访时
, E {〔M (。 , )一拼(山 : ) 〕〔M (。 2 )一拼(。 2 )〕}“ 0 那么

,

可以求得
:

r (。: , 。2 ) 一
(
、、(。: 一 ; )。 : (‘: )

(
J
R

J

h l (t 么一不 ) 饥 l (d艺)

+

{奋
2 “ 1 一 ‘ ;

+

{资
1 “ 1 一 ‘’

t Z 一艺)
{产
L、7TL

己

l e 饥 2)
(‘; ) + 。(a‘)

」

九一 (t Z 一公 ) 拼(d 乞) (4
。

4 )

(c) 调和协方差

我们可以把 r (亡, ,

差
; 用符号表示就是

:

亡2 ) 的Fo u r ie r变换S : 一
分布 r (d , : ,

d , 2 ) 吟做信号S (t ) 的调和协方

r (t l ,
‘2 , 一

{
R 已2 ”

“ · 1 ! 1

一
’

讯d一 d一 ,
(4

.

5 )水

一般来说
,

r ‘山
、,

咖
2 ) 是 (R Z , B : ) 上的 小可加的复的集函数

,

在这种情况下
,

我们总

是这样假定的
。

谱 信 号S( t) 的谱仅是 r (即
、,

d , 2 ) 的投影对角线约束的另一种形式
。

来此处原文为
, , 亡一

, : 艺
。

一译者
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例 (4
.

Fo u r ie r 变

2) 作为一个例子
,

换h 、(, )
,

h Z (, 1 ,

我们从行之有效的 (4
.

, 2 ) 是 函 数
。

用仇 : , 拼

4 )式出发
。

假 定 h l (: )
,

, n 分 别 表 示 机 1 (d 不)

h : (工
,

夕)的
, 拼(d 不)

,

产
\7n

d

l e 饥龙)
(d ‘, + 拼‘d , , 的 F。二‘:

r
变换

,

那

畔野
出

’

F (d 夕一
, d , 2 )一 入 i (少 l ) 入 1 (护2 ) 仍 1 (d , 1 )仍 1 (d , 2 ) + 万 2 (护 1 , 少2 ) 朴 (d 护 1 一

一 , 2 )d , 2 + h l (, 一) h l (, : ) 拼 (d , 1 一 , 2 )d , 2 (4
。

6 )

这就是分布 n (d气 一 , : )d , 2的意义 ;
在平面O , : ,

, : 上通过如下定义的O 工O , 轴
:

O 劣是 , ,
递增方向的道线

, ; ~ 一 , 2 ;

O , 是 , 2递增方向的直线
, : 一 , 2 ;

~
、「 一 ’

:

~
假定分布 n (山

; ) 是 (A , ; ,

召 : ) 上的小可加的集 函数 , 用 二 n (d幻表示它 对 O 怎 的投

影
;

(。, ; , , .

B力 上的分布言(d , 1 一 , 2 )d , 2 同样是 (。二 。 ,

B Z ) 上由 早
于
异(d幻d 。定义

脚
’ 、““

‘ “ ’ . 2 了

山
目 , 刀 “ ,

“
“ 、“ ’

“
z / “

‘ 乙 ’、 “甲华
、

“ 工 “ , ‘ z 产

上 囚 亿 2 二
’一 \“一 产

““‘人

的分布
,

显然
,

它也是 (飞
, ,

B Z ) 上的 d 一可加的集画数
。 :

分布 户(d , 1 一 , : )由
2 也可以类似地解释

。

声、
J

用上面所作 的解释
,

由 (4
.

6) 式可立刻推导出谱
p r (d 们 来

:

,
. .

_
/ d

p f (d , ’一 l““ , ) !
‘

又布le 仇 1

、 八曰

)(d , ) + ““ h Z (, , ’ )“, + b Z
_

l““” }‘ (4
。
7 )

a Z
指的是集函数 n (d幻 在

, 二 0 所包含的值
, b Z指的是集函数 “ (由 )在

, ~ 。所包含的值
。

在 (4
.

7歹中第一项总是线谱 ; 第二项和第三项是连续的密度形式的谱
。

附注 (4
.

2) 在随机的或非随机的时刻取样
,

对于“ R 的一个了
.

a
.

Z (t )
,

可以导致形

式为
:

s (。)一

{
I(:

, 。)z (‘)“(a , )

的信 号s( t) 的讨论
。

它们可以象 (4
.

2 ) 形式的信号那样予以研究
,

在别的地方也可推导出

这种形式
。
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