
评述
:

用 自相关函数

来分析和设计信号
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一
、

自相关函数的外推

在信号频谱分析的经典方法中
,

功率谱密度是从自相关函数作傅里叶变换来计算的
。

长

期以来认为
,

此起平均运算来
,

数字傅里叶变换是更为繁复的处理
。

所么
,

傅里叶变换常常

是在平均乘积的截出序列上实现的
。

截出通常是由有限的测量时间 (改进统计稳定性 )
,

由

可允许的计算时间或由于作波长测量时测量采样数 目的有限所引起的
。

由于今夭的数字傅里

叶变换方法是种快速运算
,

所以目前人们计算功率谱密度所用方法是首先对所有数据点作变

换
,

随后再平均
。

然而
,

在一些应用中需要首先测量相关函数
,

例如
,

在非常高的频率所作的联机测量
。

使用粗糙量化信号的并联相关器能给出比 F F T 处理更迅速的数据再现
。

在 自变量由波长 代

替频率 (位置代替时间 ) 的测量中
,

常常采用相关分析
。

在这些情况下
,

所面临的问题是
,

、

相关函数的截出效应对功率谱密度的影响
。

不需耍的截出效应可通过使用适当的窗来消除
,

代价是降低频率的分辨力
。

为了增加频率分辨力
,

可把相关函数外推
。

对于一个具体的自相关函数的外推
,

可以认

为是一个建立在级数近似上的解析延拓
,

此级数是从该函数的已知部分上恰 当地 选 择 出 来

的
。

在这样的近似中特别有兴趣的是
“
非参量

” 方法
,

它意味着
,

这样的近似不耍求或者仅

仅稍为要求有关于具体相关函数的假设条件
。

在本文 中讨论了文献 〔1 , 2〕所提出的两个方法
。

第一个可认为是无参量处 理
。

它 仅 假

设
:

时间序列是带宽有限的
,

且带宽已经知道
。

这常常是正确的
,

因为一个时间序列只能描

述一个带宽有限的信 号
。

于是自相关函数 由带宽有限函数项的级数来近似
,

.

此函数项为
:

角

长球波函数 (a , l g u la r Pr o la t e s Ph e r o id a l w a v e f u n c tio n s )
。

第二个方法
,

被称为最大嫡分析
,

它表现为无参量
,

因为看来只用 自相关函数的一个内

在性质
。

然而它表明
,

这里有一个隐含着的关于信 号为全极点模型的假设
。

1
.

用角长球波函数近似

通常角长球波函数表为时间函数
; 于是它的傅里叶变换形式是频谱〔3 〕

。

对 于 相 关 函
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数
,

自变量是时延
,

它的变换是功率谱密度
。

自相关函数 R (幻近似地为
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W 是信号带宽
, 乞。是最大时间延迟

,
S
。 。

是更一般的波函数 S 。
。

的特殊悄况
,

U
。 。

是归一化

系数 (相对时间函数
,

U
。 。

与波函数在时间区间一 T 到 十 T 上的总能量有关)
。

推导出来的

级数是以带宽有限的函数为基础的
; 它们在整个无限的区间规格化正交

,

在整个有限区间内

正交
。

波函数正比于有限傅里叶变换的特征函数 〔3 〕
。

波函数S
。 。

的数值估计可从Le ge
n d r e函数的级数获得

。

为计算波函数的这些Le g e

nd
r e 画

数以及系数可从标准递推公式求得
。

全部计算实行下列步骤
:

(a ) 选择相关函数的最大时延
,

把它与已知信号带宽相乘
。

(b) 计算L e ge n dr e 函数以及在所关心的区间上级数的系数
。

(“ ) 计算所关心的区间上的波函数
。

(d) 用给定的相关面数部分计算A
。 。

(e ) 计算在延伸区间上的数值近似
。

从这个程序就清楚
,

涉及计算时间是一个相当大的量
。

舍入误差的累积立刻会导致掩盖

了级数近似的真正的计算值
。

精心地选择离散量化级是需耍的 〔4 〕
。

此方法首先应用到带宽有限相关函数的理想情况
:

R (不) 二

s in w 乞

W 不

它假定了外推到两倍给定的区间长度
。

‘

图 1 表示对于 W 丁。 ~ 2 杯 的结果
。

图 2 和 3 表示 同样的函数
,

但所选定的10 %带宽有些

偏离
。

图 4 中对相关函数为

。 。; , 一

[少黔
攀〕

2

作同样计算
。

对这些本质上是带宽有限信号
,

在信号带宽有估值可靠的悄况下所给出的结果

是十分满意的
。

假如有人把 同样处理用到非带宽有限信号的情况去
,

结果就会迅速恶化
。

图

5 表明对一个具有假定带宽限在一 3 分贝点的二阶 B ut t e r w “rt h 滤波器的计算结果
。

图 6 是

对一阶滤波器的同样计算结果
。
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图 5 二阶 B u tte r

wo
r t h 滤波器 w

, m 二 2 二

图 6 w
, . = 2 二

人们会对在给定区间上的近似和在外推区间上近似作出区别
,

假如带宽耍求不满足
。

导

出级数在外推范围上是发散的
。

2
。

最大嫡藉分析

这方法建立在自相关画数的一个一般性质上
:

对每一 由延迟值 。到仇所定出的截出 自相

关函数
,

矩阵
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e (1 ) 一 e (m )

c (0 ) )
、了、少
、

J(0(1:
.

饥eec(
了‘户矛.....飞、

一一
、
、产

饥C

必须是半正定的
。

这意味着行列式C (机 )是非负的
。

因为矩阵是对称的
,

下一个未知延迟 值

c( 。 十 1) 的加入
,

会导出未知值二次型的不等式
。

按照 P
.

B ur g ‘“〕 ,

外推值是这样来选的
:

使行列式〔C (。 + 1 )〕落在允许范围的中心
。

二次型不等式的进一步检查表明
,

区间 中 点 的

处理等效于嫡值最大化
。

假如高斯信号存在着一个嫡的表达式
,

该嫡是一个协方差 矩 阵 为

C (仍 + 1) 的 (。 十 2) 维高斯概率函数
。

此嫡就是 〔幻

:。 (: 拓。)州华
a e。 : e (。

一

卜1 ) 〕十
艺

这意味着
:

按照区间中心处理来外推相关函数等效于嫡的最大化
。

假如一个延迟值已经推出
,

它就被用来计算下一个点
,

如此等等
。

图 7 和图 8 表示这外推的一些结果
。

很 明显
,

在一个很宽的外推范围内得到了精确的结

果
。

但还难于相信这是非参量方法的结果
。

现在指出确实并非如此
。

事突上计算是建立在对

信号来说是全极点模型的基础上
,

在此模型中允许极点数由巳知相关的点数给出
。

这结果意

味着
:

由所有极点定出的信号仅能通过已叙述的方法精确地外推
。

然而包含有零点的信 号耍

求更多的在给定精确度下相关函数所能给出的值
。

在这样的情况下
,

有一个能使之与极点和

零点相适合而达到最小余数的更好的参量方法
,

此方法提供关于很好选择模型阶数的附加的

信息 〔6 〕
。

\
二

、

。

傲据点
. 夕卜推

图 7 R (
了

)= e x p (一
,

/ 夕); 最大嫡外推 图 s a (
丫

)二
S in W

公

、V 公
最大嫡外推

最大嫡分析和全极点模型的等价可从行列式〔C (tn 十 1 认〕对于c( 。 十 l) 最大化的 有 意 义

的验证而得到
。

取导数导致要求
:

「
e ( 1 ) e ( o ) ⋯ e (。一 1 ) 1

d ·“

}
C

{爹
’

, , 、 c

!
’

!
“

!誉丁
“ ,

}
一 ”

L C 、, 了乙个 1 ) C 气刀1 夕 ’二 C 气 1 尹 」

假如全极点模型 由一零平均值随机变量e( n) 所激发
:
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x (牡 ) + a l沈(n 一 1 ) + ⋯ + a N x (牡一N )* ~ e (n )
,

并有 E 〔。“)。(j)〕一 0 ,
玄笋夕

; 用x( n 一脚乘以
,

取数学期望郎给出
:

e (k ) + a l e (k 一 1 ) + a Z e (k 一 2 ) + ⋯ + a 、e (k 一N )一 0

此处有
e (k )一 E 〔x (。 )工(二 一 k )〕

。

写出来
:

e ( 1 ) + a l e ( 0 ) + ⋯

e ( 2 ) + a l e ( 1 ) + ⋯

+ a N e (N 一 1 ) -

+ a N e (N 一 2 ) =

e (N + 1 ) + a 一e (N ) + ⋯ + a N e ( 1 )= 0

它等效于

0一一

1性性1...Jc ( 0 )

c ( 1 )

c (N 一 1 )

c (N 一 2 )

c ( 1 )

、J
少、飞产

1上2

N 一 1 ) c (N )

c(c(
·

:c(
广且...........1

已d

如同最大嫡分析所规定的那样
,

是一个同样的表达式
。

自不待言
,

假如人们已经计算了系数断
,

实相关函数的实际外推不需象功率谱密度那样

道接从模型中极点值得出
。

对有限时间序列
,

用长度为。的记录来作N阶极点模型的 近似
,

假如近似是建立在最小平方拟合上的话
,

再一次给出等效的表示式来
。

具正的相关函数由给

出的数据点作出的估值所代替
。

结论
:

P
.

B盯 g 方法是一个最小平方近似
。

二
、

具有预定幅度概率密度函数以及预定功率谱

密度的随机信号的合成

假定输入信号发生器的是具有平坦谱形的宽带高斯噪声 (图 9 )
。

怎

—一
夕

一
之

一
匕止主一」刃

—
一

)

匕立竺上卫厂一一丫F 夕 丫Z 含

图 9 用来产生具有预定概率密度函数和自相关函数信号的线性滤波器和非线性特性

信号首先加到线性滤波器
,

保持了高斯特性
。

与线性滤波器相串联
,

信号通过一个非线性幅

度特性部件
。

此特性改变高斯概率 密度函数使之成为所需耍的样子
。

它同样还改变它的输入

信号的功率谱密度
。

当然
,

一旦非线性特性已经知道
,

就能计算出对功率谱 密 度 的 影响
,

并用来
“补偿” 线性滤波器

,

所以非线性特性的输出产生 了所需耍的频率特性
。

功率谱密度中的变化的计算借助于PI. ic e 定理 仁 8 〕来实现
。

此定理适用于高斯 过 程以

及非线性幅度特性的输出自相关
。

计算的过程如下
:

.

此处原文有误
。

—译者
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(a ) 根据高斯输入和所耍求的输出确定非线性特性
。

(b) 从所要求的谱密度计算所要求的 自相关函数
。

(c ) 从已知输出 自相关函数和已知非线性特性计算必需的输入 自相关函数
。

(d) 从已知输入和输出自相关画数设计线性滤波器
。

非线性曲线的计算直接用

P (夸)
~ 二厂一丁一万 ~ a 夕

F 气2 夕

p (豹 和p (幻 分别为高斯以及所要求的概率密度
。

非线性增盘为d灯d对
。

在很多 情况 下
,

假设非线性特性用一幂级数逼近是合理的
:

f(, )”艺
a , , ‘

这简化了在非线性特性输入端 自相关函数的计算
。

Pr ic e
定理适用于图 9 的配置

,

这意味着 〔 8 」 :

口几必
: :

(t )

口毋 。。 祀(亡)
~ E 〔了( k ’(, : )了( “’(夸2 ) 〕

输出 自相关函数可以象输入那样写成幂级数展开

。 : :
(z ) ~ 艺 e 奎必乡

, (: )

于是

d k 必 2 :
(乞)

。毋毖
。 (‘)

~ k !c 是
*

把信号y的非线性和高斯特性代入这个幂级数展开
,

就可计算出数学期望
。

由于Pr ic e定理对相关画数的所有的值都成立
,

所以我们取一个比较有利的值 必 , , 《: ) ~

0
。

由此得到

、! e : 一

六 !{
, (一 (, )二p

(
一

等)
d ,

0

这使我们可由标准级数近似计算C 是
。

如果按这种办法由所耍求的 公 : :

来计算必 , , ,

则我们必

须设计一个线性滤波器
:

H 《: ) ~ 一/ A (2
一 ‘)

这是一个无限阶的递归滤波器
,

必须用一个有限阶 (。阶 ) 的滤波器去近似它
。

对差分方程

y(t ) + a l y(t 一 1 ) + ⋯ + a o y(t 一 n )~ 之(t )

乘以 , (t 一劫
,

并求平均
,

可得其系数的估值
。

由此得到一组
a ,
一

a ,

的线性方程
,

以所计算

的相关点 必 , , 为方程的系数
。

用数字计算机模拟的结果指示出
,

在许多悄况中
,

非线性只引

. 原文脱落等号
。

一译者
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起功率谱密度的很小变化〔 9 〕
。

(杭汝衡译 蒋继萍 丁东校 )
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