
样条和数值积分在几何声学中的应用
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本文对经过连续分层介质传播的射线理论方法给出两个贡献
。

其一是给 出以样条多

项式对声速剖面作平 滑近似的方法
,

其二是消除了在常用的距离积分中出现的奇性
,

从

而得到了用于求解各种声传播问题的 自动数值程序
。

引
. ~

「1

我们考虑波动方程

a Z 甲 /日t Z 二 e Z △“ 甲 ( 1 )

其中声速是某一个空间变量的函数
,

假定为
c = c (z)

。

在海洋中声速依赖于压力
、

温

度
、

和盐度
,

这些量都是随深度而变化的
。

解决这一水声问题是我们的主要目标
,

但我

们的方法也可同样适用于其它 问题
。

我们采用几何声学近似
,

也就是说我们假设
c
随

二 的相对变化与特征频率 <D 相比是

小的
,

具体讲就是各(d c/ d z) 《 。
。

可以证明
,

由此可导至方程( 1 )的一个近似解 甲 。 ,

实质上它就是严格解按波数的负幂作渐近展开时的
“

零阶
”
项

‘, 2 。

如用 二 表示径向坐标或距离
,

则垂直于表示 甲 。 = 常数的曲线族的射线是微分方程

d z / d 二 = t a n o和 e o s o = A e (z ) ( 2 )

的解
,

其中 A 是表征某一特定射线的常数
。

这个方程还可用许多方法导出
,

其中之一是

用费马原理
。

方程 ( 2 ) 的第二部分是S ne “定律
。

这个微分方程原则上是可解的
.
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对传播时间和声强度可导出类似的表式
。

然而有两个重要的
、

实际上的困难
。

首先
,

通

常由物理测量只能得到在一些特定的点
二‘上的

c (z) 值
,

其次
,

对一给定的 c( 习
,

积分

也可能不能严格算出
。

由于当A 。
(z ), 1 时积分出现的 奇 性

,

数值计算也是困难的
。

当A c (z ), 1 时射线达到反转点并被折射
,

而这种折射在远程传播中是非常重要的
,
用

任何一种计算方法时
,

都必须精确地处理它
。



用以计算 ( 3 ) 式的一种简便近似是用直线段连接物理测量数据点
c ‘== 。

(z’)
,

从而

可解析地算出积分
。

这种方法相当于用许多 d c/ dz = 常数的层来对介质作近似
。

然而正

如曾被尸
e d er

:

en
“
所指出的

,

在这些层的分界面上d c/ d z
的不连续性会导致物理上不满

意的结果
。

许多作者也用过几种更有效的近似
,

其中大部分 4 一 “
是采用一些可以 用 严格 形

式求解积分的函数来平滑地满足测量数据
。

由于可被近似的声速剖面类型是有限的
,

而

且凑实测数时的手续很难自动化
,

因而适应性较差
。

至少有一位作者曾对此积分作过数

值计算
,

但发现由于积分的奇性
,

使具有反转射线时的强度计算很不成功
。

本文中我们首先讨论用
“

三次方样条
”
来作声速剖面近似的方法

。

即在每一对测量

值之间用三次方多项式来连接得到函数 c( 习
。

多项式这样来选取
,

使得
c (习包含给定

的测量值
,

并对所有的
z
都存在连续的二阶导数

。

这样的函数能精确地近似任一真实的声

速剖面
,

并具有满足强度计算所要求的平滑性
,

而且曲线的选配手续很容易自动化
。

然后我们讨论射线路径
、

传播时间和强度的计算
。

在计算 ( 3 ) 式时的困难主要是

由于对某一给定的初始条件
,

方程 ( 2 ) 的解缺少唯一性
。

我们将方程 ( 2 ) 变换为一

个具有唯一性解的二阶微分方程
,

这个方程和描述其它量的类似方程都可用广泛采用的

标准化计算机子程序来作数值求解
。

1
.

声速剖面 的近似

我们假设在有限个点上
c (z) 的值从物理测量已知为

c ‘二 c( 二‘)
,
落~ 0 ,

1 ,
· ·

⋯
‘ n

实际上可能只有少至 4 一 5 个或多至几十个数据点
。

我们希望用一种完全自动的方法求

得一个能包含这些数据点的平滑函数
。

我们这样来取点
,

使
z 。

<
2 1

< ⋯⋯<
二 , 。

�套拿�恻微

深 度 〔叹 》

图 1 声速随深度的变化

三次方样条是一个定义于整个区间 几石
z 品 二 。

的函数
。 (的

,

在每一个子区间(
“
层

”)

z’ _ , ( z 簇 二‘
内

c ( 二 ) 是
二的三次方多项式

。

其系数随区间而变
,

但
c ( 介 ) 二臼和 cl, (劝

是连续的
。

比直接计算这些系数更好的是采用一种既更简单
、

数值又更精确的表达式
:
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图 2 声速 随深度的 变化

八宕‘二 之‘ 一 z ‘_ 1

A c ‘“ ( c ‘一 c ‘_ 1 ) / 么z ‘ 二 1 ,

⋯ ”

对
二‘ _ 1咬 二 ( 介

,

令。 = ( z 一 八 _ , ) / △ : ‘,

叨 = 1 一 山

及
。 ( 二 ) == 矶

‘_ 1 + 。 。‘+ (△
z ‘) 2〔

a ‘_ 1 (淤
一

而
+ 。‘(。 ” 一 。 )〕 ( 4 )

其中
a ‘
尚待确定

。

注意到因。是在 o 到 1 之间取值而。是在 1 到 。之间取值
,

所以

( 4 ) 式中前两项表示简单直线连接
,

而第三项是用于得到连续的一阶和二阶导数的三

次方修正项
。

这种直至二阶为连续的导数是必须的
,

因为影响强度计算的就是声速的二

阶导数
“’”。

我们看到

e ,

( z ) 二 A c ‘+ △z ‘
〔
一 a ‘_ 1 ( 3 二 “ 一 1 ) + a ‘( 3 二 “ 一 i )〕 ( 5 )

c l,
(二 ) = 6 ( 二 a ‘_ z + 。 a ‘) ( 6 )

为了确定
a ‘,

我们要求点
z ‘
两边的c, ( z) 的表示在

: = z ‘
处有相同的数值

。

这导致

么z ‘a ‘_ 1 + 2 ( △ z ‘+ △z ‘+ 1 ) + △
z ‘+ l a ‘+ , = △ e ‘+ z 一 △ c ‘ ( 7 )

f = 1 , ” ·

⋯
, n 一 1

比较合理的是令
a 。 = 阮二

。 ,

这相当于在数据区间外面
c
(z )以线性函数外延

,

其余
。 一 1 个未知量

a l ,
· ·

⋯
, a
、

,
可由

n 一 1 个联立的线性方程 ( 7 ) 式确定
。

这些方程

是
“

三对角线
” 型的

,

特别易于求解
“,

而且对任一组数据
,

它们只需要求解一次
。

算出

了a’后
,

可按 ( 4 ) 式很快地算出任意二处声速 c( z) 的近似值
,

且其导数
c ‘

(习就可以

从 ( 5 ) 式求得
。

在图 1 和图 2 中给出了这种样条函数的例子
,

两个都是用的典型的声速测量数据
。

注意到这些测量不一定要在等间隔深度上进行
。

样条比其它函数表示式优越之处在于它

利用了所有的数据点并求得了为确定任何一点的函数值所需要的那些常数
。

而其它一些

表式如双曲余弦或E P : te 纽剖面只有固定个数的常数
,

必须用某些方法选择这些常数才

能使所假设的爵数与给定的数据之间得到按某种误差判据来说的
“

最佳逼近
” 。



2
.

计算射线路径

现在我们有了平滑的声速剖面
。(z)

,

并可以算出任一点
二
处的

。(z )和办 / 。
,
= c 产(习由

此即可转向求解方程 (2 )和计算( 3 )式的问题
。

函数z( 二 )二常数是方程 ( 2 )对某一初始

条件的解
,

这些所谓奇解是非常数解的包络
”。

从物理上说
,

它们表示在所有时间都保持为

水平的射线
。

方程( 2 )的数值解或( 3 )式 的数值计算在靠近这些解时必然是不正确的
。

为

了得到正确的
、

不会导致奇解的计算其它射线路径的 自动程序
,

我们必须要清除它们
1 。。

我们将方程 ( 2 ) 的第二部分对
z
求微商而将第一部分对 二 求微商 , 这就给出

一

兰之二
一

.

生兰业
d 之 忿f” 0

黔一
0 (癸)烹

-

一
“”〔望是瓷豁

〕

器
_ _ A e ‘

(2 )
c o s 3 0

仅当
: f动并 。时才可约去

: 公动
,

但对水平射线
: ‘动都为零

,

因而这些射线就不满足最后

的这个式子
。

而对其它射线虽在反转点处
: f动 一 。 ,

但可由取极限方法而约去
。

一个简单的例子可以澄清我们上面的方法
。

微分方程

(己
‘

/ ‘
二

) 2 二 i 一 2 2

具有通解
z = sl’ n (二 + a)

,

但它也有两个奇解
z 二 1 和

z 二 一 1
。

两边对 二 求微商并除

以 2 礴 2
2。得到

d Z z

一
二二 一 Z

d 火 2

这个方程不仅是我们所熟悉的而且是很容易用数值方法求解的
。

微商导致第二个解族
,

但原始方程被可用来求得附加 的初始条件
。

用方程 ( 2 ) 和方程 ( 8 ) 的最后一式
,

我们计算射线路径的基本工具
:

d Z之 / d 二“ = 一 e ,

(z ) /A Z e ”(: )

我们得到下面的二阶常微分方程
,

以作为

初始条件可由源的位置二。、

za 及源处射线的出射角 0s 给出
:

之(xa ) = 之 :

d Z i
,

八

万,
.

1 = ‘a ” 口‘

a 义 ! ,
l曰、吕

(9 )

(1 0 )

A 二 e o s o s / e (z
。

)

图 3 是从图 1 中的样条剖面得到的射线图的一个例子
,

它是用数值求解方程〔9 )
,

并

附以 (10 )式的初始条件而得到的
,

其中取
二,
二 2。。O呢

,

阮从
一 1 0

“ ,

变到 10
。

以2
.

5
。

为一

步距
。

o
“

的射线如用 ( 3 )式的距离积分来算由于它的奇性是不可能算的
,

现在就很容易计

算了
。
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图 3 一般针线路径

象图 3 这样的射线图通常还不是所要求的最后结果
,

在实际 中提 出的典型问题包含

已知的接收器 的位置和假设的源的位置
。

因为问题具有双向对称性
,

必须求出通过源和

接收器两者的射线
,

这可由标准的
“

打靶
”
法来完成

。

方程 ( 9 ) 和 ( 1 0) 仍然是计算

的基础
,

有规则地改变初始角沂直到找到靠近接收器通过的射线
,

然后用内插手段求得

所要求的射线
。

重复这一过程
,

直至在给定束宽内的能到达接收点的所有射线都被求出

为止
。

图 4 给出了用这种方法得到的结果的一个例子
。

源位于 2 0 0 0叹深处
,

接 收 器 位 于

3 0 0 0叹深处
,

水平距离是 24 涅
,

速度剖面由图 1 给出
。

有 5 条射线可到达接收器
,

其初

始角列于表 1 的第一列
。
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图 4 问题的射 线路径解

3
.

传播时间和强度

声线本身是不能由实验观察的
,

可以实际观测和理论预计的两个量是不 同射线的到

达时间和从源到接收点之间的传播损失
。

传播时间和强度都直接依赖于射线路径
。

传播时间可直接由声速的定义求得
:

己8 / 杯
。= c (之 )



其中
:
是沿路径的弧长

。

因为

‘5 2。
二
二〔i + (‘

·

z。
,

) 2〕十 二 : 。 e e

我们得到

d ‘/ ‘
二
== se e o lc (z )

或 d t )d s 二 1 / A e Z (: )

其中
2 == 或 x )是方程 ( 9 ) 的解

。

(1 1 )

射射 线线 0 5 (度 ))) 公 (秒))) I / Iooo

11111 7
。

2 6 2 222 2 9
。

9 8 5 444 0
.

5 4 9 7 x 1 0
一 1000

22222 5
。

4 0 7 333 2 9
。

9 9 1 333 O
。

1 1 2 8 x 1 0
一 999

33333 3
。

7 5 4 999 2 9
.

9 47 333 0
.

2 6 0 9 x 1 0
一 l。。

44444 一 4
。

18 6 777 2 9
。

9 5 4 777 0
。

4 9 0 8 x 1 0
一 l‘‘

55555 一 8
。

3 5 2 000 2 9
。

9 3 4 888 O
。

3 8 1 3 x 1 0
一 ,,

在计算强度时假设强度的变化仅由扩展损失所引起
。

这样
,

两相邻射线间发射的全部功

率都保留在这两条射线之内
,

这导致 t = l油(△功率 /△截面积 ) 可以看到强度之 比正比

于截面积之 比
’王。

参考图 5 ,

我们看到

I (劣) _ c o s o : * 1

I
。 火e o s o a之l刁0 5

(12 )

图 5 舒线几何

原文误为
s fo os



由于射线路径的解析解是不知道的
,

所以 (12 ) 式中的导数不可能解析地计算
。

因而必

须用近似表式来代替 (1 2 ) 式
:

I(劣)

I
。

e o s o s *

月匕

一
二e o 占0 △二 / △ 0 5

(1 3 )

其中△由通常取得较小
,

比如。
.

0 1
。 ,

△ z
是在给定的距离二上得到的深度改变量

。

这

就要求对每一e:
值算出两条射线

,

它们的初始角是肠和孔 十 八 e: 。

可以看出
,

对足够小

的数值
,

强度对 △氏的选取是不敏感的
。

为了计算的 目的
,

将每一条射线的二阶微分方程化为一对一阶方程
。

这两对方程加

上表示沿一条射线的传播时间的方程 (11 ) 中的一个
,

组成一个可同时进行积分的 5 个

一阶常微分方程的组
。

用 (13 ) 式可以计算任一射线的强度
,

为了得到在一特定点上的总强度
,

必须把通

过该点的所有射线的强度合并起来
。

相位差使强度有很强的频率关系
,

因而在这里引入

频率看来是适当的
,

虽然这在计算射线路径时被略去 了
。

对给定的频率 f
,

强度将是

I / I
。

二

fZ二 ft 、

艺 P 、 e “艺艺 P , P , e o s 〔2二 f(t厂 t。)〕 (1 4 ) * *

其中 P 、 = (I、(二) / I
。

)万和八是单条射线的相对声压和到达时间
。

(应指出 (1 4) 式

略去了在焦散面发生的相移
‘“)

。

继续前面导出图 4 的那个例子
,

相应的强度和到达时间列于表 I
。

从这个表我们发

现
,

时间差在 10 毫秒至 50 毫秒之间
,

在实用中我们感兴趣的频率是 1 00 赫一 10 千赫
,

因此实

际用 (1 4 ) 式时包括要计算
c 。 : (50 0 甲)

, 甲在 0 和 2 二之间
。

这样一种计算将具有很大的

不确定性以致实际上失去意义
。

因而在强度计算中也忽略掉相位差和频率关系
。

通常就

用所有射线的强度之和作为总强度的一种粗略近似
。

4
.

与EPste in剖面的比较

也许E p : t。咖剖面是解析剖面 中最具灵活性的一种了
“ ,

它已被直接用来模拟海洋并

被尸 ed er
: 。n 和G 口 : d o n ‘3 间接地用作为以数值方法检验和比较其它剖面的

“

标准
” 。

为检

验我们自己的方法
,

我们也进行了与尸
e d er :

en 和 G 。 ; d o n 同样类型的数值试验 (他们的

报告
‘”下面表为尸G )

。

E Ps t面 ,
剖面是一个包含双曲正切函数和 5 个自由参数的解析表达式

。

利用在尸G 中

给出的参数值
,

我们计算了表达式的值
,

深度从 。到 12 6 码
,

以 9 码为增量
。

这就给出

在表 I 中的15 个数据点
。

然后直接从表 I计算样条剖面 , 没有用E P : tel’。
剖面的导数和

其它信息
。

原文误为
: 公n o :

原文此式中漏掉平方



表 I 声速数据 (E P : t el’n剖 面)

}
c (二) (码 z秒 )

我们用e:
或参数搜来表征某一射

Z (码)
线

。

尸口用了参数
c ,

处的声速
,

从 ( 2 )

它是在

式我们有

反转点

0
。

0

9
.

0

1 8
。

0

2 7
。

0

3 6
。

0

4 5
。

0

5 4
。

0

6 3
。

0

7 2
。

0

8 1
。

O

9 0
。

0

9 9
。

0

1 0 8
。

0

1 1 7
。

0

1 2 6
。

0

零
,

因而 azl 朋
:
也为零

,

线恰好在表面上反转
。

2 6 2 6
.

3 6 3 1 。。二 。(二 ) {。 0 5 0 : = 1
1
通

1 6 2 4
·

1 1 0 3 在尸G 中求解的射线问题包含固

16 2 1. 6 2 6 9 定的源和接收器深度而距 离是 变 化

1 6 1 a
.

日了1 4 的
,

对每一参数值计算射线第一次达
1 6 1 6

·

2 3 2 5 到接收器深度时的距离
,

其结果表示

16 13
.

5 2 3 9 为距离对
c . 的函数图

。

我们 仅 用 表

16 10
·

9 7 2 1 1 中的数据也解决了同样的问题
,

假

1 6 0 8
.

7 0 1 1 设源和接收器深度都是 1 08 码
。

我们

1 6 0 6
·

8 10 8 的结果画在图 6 上
。

与 尸‘ 中的图 3

1 6 0 5
·

3 6 3 8 相 比说明在图的精度范围内两种结果

1 6 0 4
·

3 7 3 2 没有差别
。

1 6 0 3
·

8 0 9 4 图 6 上的曲线有 3 个局部极值
:

1 6 0 3
.

6 0 8 1 e 二 = 1 6 0 3
.

9 6 , x “ 1
.

8 5 3 9 , C仍 =

1 6 0 3
.

6 8 6 1 1 6 0 8
.

8 0
, 火 = 1

.

7 5 6 6和 e . = 1 6 2 6
.

3 6
,

1 6 0 3
·

9 5 8 0 义 二 2
.

3 2 3 3 ,

前两个极值表示在焦散

—
面上的反转点

,

在这些点上axl 刁阮为

第三个相应于表面反射射线
,

即具有
c 二= 1 62 6

.

36 码 /秒的射

�富十�

\一
,

\\一l’3l
目书,心

婉戮

毛‘o 一 ,. 0 , l‘. i t翻 ,

亡州 (

. 以 t . ‘飞 . t‘1 毕

石马/ 秒 夕

图 6 多巨离与升线参数的关 系



从图 6 可以看出
,

任一深为1 08 码的接收器
,

’

当距离 二 处在区间1
.

7 5 6 6乙 二 乙1
.

8 5 3 9

中时至少可被 4 条射线所射中
,

其中有 3 条在低于表面的深度上反转一次
,

第 4 条在表

面上反射
。

当 x 接近于这个区间的端点时
,

单条射线的强度理论上变为无限大
,

因此在

这个地方强度计算将特别敏感和困难
。

飞
只

墓

鲁
1

毕~
杯饰
距 离

⋯ , : 乙, 廿名, ‘心1

〔千码 )

图 7 强度 随距 离的 变化

图 7 中我们详细描绘了在这个麻烦区域中作为距离的函数的射线强度图
,

这可与在

尸G 中几个图形里的任一个相比较
。

‘

尸‘报告的主要目的是与平滑的 E P : t el’n
剖面相比较而说明不同的近似剖面的设置

对强度计算的影响
。

用我们的图 7 直接与由 E Pt “ n
剖面给出的强度计算相比较再次说

明它们之间没有可区分的差别
。

我们认为这就清楚地说明用样条来平滑化比尸
e d e , :

en

和G o r d 。。所研究的方法好
。

当然
,

这无论如何不是对他们的结果的批评
,

因为他们的

主要目的是说明平滑化的必要性
,

而我们的贡献就是简单地提供了一种计算
“
足够平滑

”

的剖面的方法
。

在 尸e d er : e ,
最近的一篇报告

’4
中

,

介绍了一种相当复杂的曲线一吻合方法
,

可 以

达到与我们的图 7 相比拟的精度
。

5
.

计算的细节情况

本文中的所有计算都是在IB M 3 6 o / 67 机上完成的
,

图形由一Cal 。。m P描图器作出
。

计算程序有三个主要子程序
,

一个子 程序用来读取速度数据并计 算 样 条 系数
,

然后计

算在任一深度上的样条及其导数
。

第二个子程序用
“

打靶法
”
来解微分方程边值问题

,

其主要工具是一个对初值问题的图书馆预报一校正子程序和一个通用的求零程序
。

第三

个子程序用作在其它程序
、

描图系统以及电传打字机用户之间的联接
。



计算程序是不复杂的
,

包括微分方程求解但 不 包括描 图系统需耍小 于 4 00 个
F O R T R A N 语句

。

解决象得到图 4 和表 I 的这样一个问题仅需要一分钟或两倍于在电

传打字机上花费的时间
,

其代价小于10 美元 (密执安大学非商业性的费用)
。

6
.

结论

许多作者都指出需要平滑剖面
,

利用样条可提供必要的平滑性和适应性
,

并且易于

自动化
。

在距离积分中奇性的影响以前还没有被清楚地指出过
,

不希望的解的消除提高

了正确性并更易于计算
。

我们的结果与用E P : t el’n
剖面及其它标准剖面得到的结果相比更为优越

,

而且
,

我

们的方法具有 比我们所知的任何剖面更大的适应性
。

例如像图 2 所表示的速度曲线就是

在实际中可能遇到的
,

但它却不可能适 当地用任一其它平滑剖面来近似
。
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