
斜人射平面声波由弹性圆盘引起的散射
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在前一篇的报告中
,

作者们建立了表述平面声波在弹性物体上散射的数学模型
,

给

出了平面声波垂直入射在一个圆盘上引起的散射的结果
。

在本文中
,

给出了平面声波斜

入射到相同的圆盘上引起的散射的结果
,

把总散射截面计算成频率和入射角的函数
。

对

入射角为6扩 的入射波
,

把 圆盘上算得 的位移分布分解成圆盘在所选频率上的自由 振 动

的本征方式
。

在几个有意义的频率上
,

还给出了总声压和散射声压的散射指向性图以及

近场声压分布的等声压线
。

引 言

在以前的两篇报告中 cl. 2〕 ,

为了求解描述浸在无限流体介质 中的弹性物体 的 运 动

方程
,

建立 了一种数学近似方法
。

第一篇报告考虑了弹性物体作为声源的情况
,

并分析

了 自溢式压电陶瓷圆柱体
。

第二篇报告把弹性物体作为一个散射目标
,

并检验了平面声

波垂直入射在铝圆盘上引起的散射
。

这篇报告进一步给出平面声波在铝圆盘上散射的结果
。

这里入射角允许从。
。

(垂直

入射 ) 到 9 0
“

之间变化
,

给出了四种入射角时作为频率函数的总散射截面
,

散射截 面 的

最大值等于具有自由边界圆盘的弹性共振
。

在有意义的频率上
,

绘制了总的声压或散射

声压的散射指向性图
。

以外
,

还给出了圆盘在近场范围内的总声压分布的等声压线
。

1
.

数 学 表 述

用来描述浸没在无限流体介质中的线性弹性物体的振动响应的数学近似方式是有限

元程序 〔”
一
5〕

。

弹性物体的振动特性以及紧密围绕弹性物体之外到某一表面之间 的 那 部

分声学流体介质可 以利用有限元方法来算出
,

而在这表面上标量波动方程式可予以分离

变量
。

支配有 限体积区域和这个体积外面的无限声学介质之间的相互作用的方程式 (边

界条件) 可用一解析表达式来描述
。

通过选择体积有限的声学流体的表面
,

应用有限元

方法从数学上来描述的该表面是球面
,

在这表面上的流体压力和法向速度可用球谐函数

来展开
,

而边界条件则根据简单的表达式来计算
。 ‘

对圆盘或具有轴对称的任何其他物体而言
,

沿对称轴传播的平面波只激 发 物 体 在

。 = 。的圆调谐子空间中的振动方式
。

在斜入射 的情况下
,

把所有的场变量 (总的 声 压

场
,

入射声压场
,

和位移向量场 ) 都用圆调谐基本函数来展开
,

就可求得圆盘的响应和



散射声压场
。

在圆柱坐标系中
,
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小)处的声压由下式给出
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( 1 )

同样

( 2 )

( 3 )

( 4 )

如果这些表达式都成立
,

支配这些场的方程式将彼此无关
,

并能独立地在每个圆调谐子空

间中求解
。

这样把每个子空间算得的解相加
,

就可求出欲求的声场表达式
。

M 的 值 由

ka 的最大值来确定
,

其中k是入射声波最高频率的波数
,

而
a
是球面 (以S :

表示 )的半径
。

对垂直入射情况
, m 仅有一个值

,

其值为零
。

但对斜入射角情况
,

例如
,

ka 最大为13 时
,

M等于1了
。

参考文献〔“ 〕 中已经证明浸在无限声学流体介质中的轴对称散射体的运动方程式的

有限元近似
,

在第 m 个圆调谐子空间上可写成
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矩阵【M
, . ,

〕和〔K
,

.

,
〕分别是声学流体的质量和劲度矩阵

,

而〔万
‘ . 。〕和〔K

o
.

。
〕分别

是散射体的质量和劲度矩阵
。

矩阵〔T 〕把结构节点的法向速度和流体节点的声压关联起

来
。

标量 p 为声学流体的密度
。

方程式( 5 )中的一划表示出在球表面S :
上的声压和法向

速度已变换为球调谐的基本函数组
。

因此
,

声 导

纳对角矩阵〔入
一 ’(如)〕中的元素能从含有球汉克尔

函数比的简单解析表达式来计算
。

向量 a (ka) P ‘“

是入射波所产生的力函数
。

完整 的推导给在 参 考

文献〔2 〕中
。

卜节的平面波

1
.

结 果

本文中考虑的物理情况示于图 1
。

平面声波以

入射角 ”、 入射在一个铝圆盘上
。

铝圆盘的直经为
。。

志
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厚度为 0
.

0 2 54米
。

在 5 到巧千赫频率范 T

围内
,

入射角为 。
。

到9 0 , 时
,

在每个圆调谐子空间

中对方程式 (5) 进行求介
。

总散射截面定义为 〔6 〕
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图 1 铝 圆盘的尺寸和取向
。

角既是

激发平面 波的入射角
。



故即是每个子空间散射截面的和
。

参量尸
,

为散射功率
,

Io 为入射声波的声强
,

P 为散射声

压Po 是入射声压
,

沪为质点速度的法向分量
,

P 为流体密度
,

以及
c
为流体中的声速

。

入射角在 0o
, 3 00

,
6 00

,

和90
“

时作为频率函数的总散射截面示于图 2 一 5
。

为了确定散

射截面最大值的位置用了25 赫的频率分辨率
。

通过下述步骤便能够知道这些最大值在那

里出现
。

首先
,

就一个特殊频率和入射角
,

计算在圆盘的每个圆调谐子空间 中 的 总 能

量
。

一旦求出了包含大部分圆盘能量的子空间 (或许多子空间)
,

就可把圆盘上的位移

分布分解成在那个特殊子空间中圆盘的 自由振动的本征方式
,

从而求得那一种振动方式

或振动方程的组合〔? 〕是入射波所激发的
。
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图 2 总散针截面与频率的关 系
。
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例如
,

入射角e* 二 60
“ ,

图 4 示出在总散射截面中有六个明确的最大值
,

就每一个给

图 4 所示的总和有贡献的圆调谐子空间对总散射截面进行分析表明这一频带内十个圆调

谐子空间中一共有十六个最大值
。

表 I示出了在每个圆调谐子空间中十六个 频 率 上 所

包含的总能量的百分比
。

对六个 明确的最大值 (中心频率为5
.

6 5
, 6

.

70
, 7

.

50
, 8

.

00
,

8
.

4 0和9
.

15 千赫 ) 中的每一个来说
,

只在一个圆调谐子空间中其包含的能量才是在 95 %

以上
。

我们发现
,

不是十分明确的最大值其能量分散在一个以上 的子空间中, 即入射声

波所激发的圆盘的共振方式是几个圆调谐子空间的单元
。

频率更高时
,

在几个圆调谐子

空间中一起激发的共振方式将变得更为盛行
,

由于共振方式的密度较密
,

因而激发出一

个以上的共振方式的可能性就越大
。



表 I 入射角 饭= 60
。

时
,

几个入射波频率下包含在每个圆调谐子空间中的

总能量的百分比
。

入射波频率 圆 调 谐 子 空 间
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为了证明这些最大值不仅能在一个特殊圆调谐子空间中确定
,

而且迩可用那个子空

间中圆盘的一个特殊本征方式来确定
,

所算得的位移分布可分介为在真空中的圆盘的自

由振动本征方式
。

表 I 到表租示在六个选定频率上算得的结果
。

例如
,

由表 工可看出
,

在圆盘中频率为7
.

5千赫
,

入射角 0。= 6 00 时
,

由于平面声波的激发总能量的9 8
.

1 %是在

m = 3 的圆调谐子空间中
。

在这频率
_

上
,

把 圆盘的位移分布分解为m = 3 的 自由振动本征

方式 (表W ) 表明在那个子空间中能量的9 3
.

9 %是在第二个。 = 3 方式中
。

表 I 圆盘位移分解既二 6 0
” ,

频率5
.

65 千赫
,

在m 二 。的圆调谐子空间中
。

自由振动本征频率
(千赫 ) 每个本征方式占总能量的百分比

。。

{
。

.

7 %

1
。

8 8 8

7
。

4 1 4

1 0
。

3 8 6

1 5
。

3 1 5

6
。

0

9 3
。

2

O

O

9 9
.

9 %

a 刚体在‘方向平移

了2



表1 圆盘位移分解 呱二 60
“ ,

频率6
.

70 千赫
,

在。二 2 的圆调谐子空间中
。

自由振动本征频率
(千赫 ) 每个本征方式占总能量 的百分比

1
。

1 0 1

6
。

7 6 5

6
。

8 3 1

1 2
。

4 5 7

1 4
。

6 4 7

0
.

6 %

0
.

7%

9 8
.

7 %

O

O

1 0 0%

表W 圆盘位移分解 0、二 6 0
“ ,

频率7
.

5千赫
,

在。 二 3 圆调谐子空间中
。

自由振动本征频率
(千赫 ) 每个本征方式占总能量的百分比

麟 ⋯子
表 V 圆盘位移分解饭= 6 0

“ ,

频率8
.

00 千赫
,

在 m 二 1 圆调谐子空间中
。

自由振动本征频率
(千赫) 每个本征方式占总能量的百分比

0 伪

0 b

4
。

1 1 4

8
。

0 1 9

1 0
。

9 5 7

17
。

6 6 8

O %

O

0
,

1

9 9
。

8

0
。

1

O

1 0 0%

a 刚体在 劣 方向平移
。

b 刚体围绕 夕轴旋转
。



表破 圆盘位移分解 0。二 6 0
“ ,

频率8
.

40 千赫
,

在。 二 1 圆调谐子空间中

自由振动本征频率
(千赫) 每个本征方式 占总能量的百分比

:: ⋯ 尸
默 ⋯ 就

1 0
.

9 5 7

1 7
。

6 6 8

9 0
。

1

O
{

9 9
.

8 %

a
刚体在 ‘ 方向平移

。

b 刚体围绕 y 轴旋转
。

表顶 圆盘位移分解叽二 6 0
。 ,

频率9
.

15 千赫
,

在。 = 4 圆调谐子空间中

自由振动本征频率
(千赫) 每个本征方式 占总能量的百分比

4
。

2 5 5

1 2
.

5 29 ) 5
.
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·

6 72
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入射角 e、= 0o (图 2 )的散射截面表明最大值不多
,

因为只能激发。 二 0 的共振
。

对

中间的角度
,

在十个以上的子空间中能激发出共振
,

因而在图 3 和图 4 中可看到许多最

大值
。

对 0、二 90
“

(图 5 )
,

再度出现只有不多的最大值
,

这是因为只能激发对圆盘的厚

度来说是对称的振动方式
。

同时
,

还能看到当入射角增加时
,

散射截面的一般量级将减

小
,

这是因为对入射角来说几何截面随
。
05 0*

而减小
。

在参考文献〔2 〕中已经证明声波垂直入射在圆盘上时
,

只保留盘作刚体平移方 式 的

散射模型就足以对大多数频率下的散射声压场作预估
。

正如图 2 中所见的那样
,

弹性圆

盘的共振仅在所研究的二个或三个频带范围内显现出来
。

然而
,

对60
“

的入射角 (图 4 )
,

圆盘的共振差不多在每个频率上都对散射声压场起重要的作用
。

不考虑圆盘的弹性特性

的散射模型在大多数频率上将不能正确地预估近场声压分布
。

当散射体的几何形状变得

更加复杂以致可以激发出的弹性散射体的共振更多
,

因而能否正确地塑造共振体的弹性

特性将非常重要
。

图 6 示在小二 0o / 18 00 的平面内对入射角为60
“ ,

频率为5
.

65 千赫时
,

所算得的总声



压散射指向性图 (总声压和散射声压都用入射声压来归一化)
。

这个指向性图是在围绕

半经为0
.

1 7 2 4 3米的圆盘的球表面S ;
上算得的 (圆盘本身的半经为 0

.

1 7 1 9 6米)
。

因为声

压和位移矢量场除 e、二 0o 外不是轴对称的
。

因此
,

存在着显示三维声压和位移分布的问

题
。

图 7 表示了在小= 9 00 )2 7 0
“

平面内入射为 60
。 ,

频率为 5
.

65 千赫时算得的总声压的散

射角指向性图
。

本文中散射指向性图仅表示在 小二 o
“

/ 1 8 00 和 小二 9 00 / 27 00
。

的两个平

面内 (入射波选 小
、二 扩 )

。

这些图可与参考文献〔“〕中的图 6 作比较
,

那里把这个频率

上垂直入射时的总声压的散射指向图表示在小二 0o {1 8 00 平面内
。

从表 I能够看出
,

入射波频率为5
.

65 千赫时
,

在散射截面中发生的最大 值 是 一 个

。 二 0 的现象
,

因此
,

散射声压场大都必须是轴对称 的
。

图 8 和图 9 表示在 0o / 1 8 00 和90
。

/ 2 7 00 平面内
,

频率在 5
.

65 千赫的归化散射声压的散射指 向性图
。

对这些图和其他在不同

的平面小上的计算表明散射声压场确实大部分是轴对称 的
。

因此
,

散射声压场确实是一

个 m 二 o 现象
。

表 I还表明频率在 6
.

70 千赫和 9
.

15 千赫所发生 的共振效应是 。 二 偶数现

象
,

因而在 小二 0o {18 00 平面内的散射场应和在 小= 90
“

{2 7 00 平面 的散射场相同
。

图10

一 13 示在 小二 0a {1 8 0
“

和90
“

22 7 0
“

平面内的频率为6
.

70 和 9
.

巧千赫的散射声压场
,

在每

个频率上
,

两个平面具有几乎相同的声压指向性图
。

频率在7
.

5 , 8
.

00 和 8
.

40 千赫发生的共振效应是m 二奇数现象
,

在小= 9 00 22 7 00 平面

内的散射声压场应是零
。

图14 一16 表示这三个频率上
,

在 0o }1 80
”

平面内的散射声压场
。

我们发现90
”

}2 7 00 平面内的散射声压场在这三个频率上低于入射波声级20 分贝以上
。

散射指向性图中与期望的对称或零发生偏差是由于稍稍激发出结构在其他圆调谐子

空间中的共振方式
,

以及 由于一般的干涉和绕射效应所引起的
。

图17 是算得的归化恒定总声压线的等声压图和 小= 0o }1 8 00 平面内频率 为 5
.

“ 千

赫
,

入射角为 0。 = 60
“

时的结构形变图
。

显示 了在稳态时间周期内的一个点上压力分布和

结构形变 , 随着时间的推迟
,

等声压图会有很大 的变化
。

等声压线每隔 0
.

5 画一条
,

虚

线表示零声压线
,

入射波是从图的右上方向左下方传播的
。

图 6 须率为 5
.

6 5千赫在小二。
“

}1 8 0
“

平 面内, 眼二 6 00
。

归化总声压

2 0 19 (P‘o 公。‘/P‘
几心

) 的散舫指 向性 图



图 7 频率为 5
.

65 千赫在 小= 90
“

227 护平 面内 , 气= 6 0
“ 。

归化 总声压

的散升指向性 图

劫 卯a

图 8 频率为5
.

6 5千赫在 小= 00 21 8 0
”

平 面内 , 人二 6 0
“ 。

归化总声压
2 0 19 (P s c a t /Pin e )的散翁指 向性 图

护

2 劝.
勿 一一功 州‘

图 9 频率在5
.

“千赫在小= 9 0
0

12 了0
”

平 面内 , 人 = 6 0
。 。

归化散升声压

的散射指向性图
。

这图和前 面那张几乎相同
,

一个m = 偶数现 象
。

1‘



图1 0 颇率 为6
.

7 0千赫在小
压的散射指向性 图

。

= 0
0

11 8 0
0

平 面 内, e、二 6 0
0 。

归化散针声

一~ 恻

图1 1 频率 为6
.

7 0 + 赫在小= 9 0
0

12 7 0
0

平 面内; 0、=

的散针指向性 图
。

这图和前 面那张几乎相 同
,

6 0
。 。

归化散封声压

一个阴 = 奇数现 象
。

J

了
.

1
1入l

图1 2 频率9
.

15 千赫在小二 0o )1 8 00 平面 内, 0。二 6 00
。

归化散封声压

的散针指向性图



图 1 3 频率在9
.

15 千赫在 小二 9 00 {2 7 0
“

平 面 内, 氏= 6 00
。

归化散射声压的

散封指向性图
。

这图和前面 那张几乎相同
,

一个脚 = 奇数现象
。

图1 4 频率在7
.

5 0千赫在小= 0
0

/ 1 8 0
0

平面 内, 0。= 6 0
0 。

归化散升声压的

散射指 向性 图

!
邓

/2 7乙
‘2

图 15 频率在8
.

00 千赫在小二 0o / 1 8 00 平面 内; O。二 6 00
。
归化散针声压的

散针指向性 图

1母



/

叮丁⋯) 汉
把

L

\

弓
J

//

协
了

图 1 6 须率在8
.

4 0千赫在小= 0
0

11 8 0
0

平面 内, 0、二 6 0
0 。

归化散舫声

压的散射指向性 图

图1 7 须率在5
.

6 5千赫 , e广 60
“ 。

算得的 归一化恒定总声压的等声压

图和在 小
= O。

/ 1 8 00 平面 内结构形变的图象
。

等值差是 0
.

5虚 线

表示零声压的等值线
。

1
.

总 结

我们给出了平面声波以任意角度射向浸没在无 限流体介质中的铝圆盘的 散 射 的 结

果
。

目前对组合的结构振动 /声学散射问题的求介所使用的数学表述限于应用于 k a 的最

大值小于40 一 50
。

当人a
增大时

,

方程式 1 一 4 所给的展开式中必须使用更多的项
,

因而

在结构和包绕声学流体 的球内的有限元法必须使用更多的 自由度
。

就这里所给的结果而

言
,

k a 的最大值是1 3 ,

计算结果是经过二 = 17 圆调谐子空间相加而得到的
。

作为频率函数的总散射图表明与根据盘的边界条件为绝对刚性或绝对软时所算得的

截面有很大的偏高〔8 〕
,

出现了不论在数量上或高度上随激发波的入射角而变的很多极

大值
,

而且这些极大值是直接源于盘在低频时的某一本征方式
。

但激发的频率不是所激

发方式的自由振动本征频率
。

加在圆盘上的流体负载产生的共振频率不同于从 自由振动



圆盘的频率
。

在频率较高的情况下
,

可以激发一个以上的振动方式
,

因为在这个 k a
范围

内振动方式的密度较大
,

而且流体负载起着使一个自由振动方式的运动产生激发其他自

由振动方式的力的作用〔9 〕
。

在所检验的频带上
,

除在高频或小入射角外
,

几乎没有那种

频率的入射波不明显地激发弹性共振现象的某种类型
。

肠大时
,

弹性效应是不可能正确

的预估出远场声压的
,

因为 比较高次的振动方式往往是一个发射声波能量差的发射器
。

然而
,

在予估近场声压分布时
,

不包含散射体弹性效应的散射模型会引起错误的结果
。

归一化散射声压的散射指向性图表明围绕圆盘声压场犹如根据算得的结构形变的形

式分解所予估的那样
。

归一化总声压的等声压线表明平面波向弹性结构传播时
,

由于同

散射波相互作用
,

从而形成复杂的近场声压分布
,

而好比一系列畸变的平面波那样继续

通过圆盘
。

在某些频率上
,

散射声压的振幅可以达到比入射声压的振幅还大一个数量级

的程度
。
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