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I
。

引 言

在线性系统中
,

信号滤波过程一般定义为
,

当输入波形通过一个系统时
,

对它作一

个线性运算
。

在时间域上这种变换如像内插
,

外插
,

微分和积分 , 在频率域上这种变换

则如低通滤波或平滑
,

带通滤波
,

谱设计和谱分析
。

如模拟滤波器对连续时间信号的这

种运算
,

在数学上是用线性常系数微分方程确定的
。

用拉普拉斯变换可在 S 域内进行这

些运算的分析
,

用付立叶变换则在 f域内分析
。

同样地
,

可 用常系数线性差分方程来定

义离散时间信号的线性变换
,

并且用
二
变换来分析和合成离散时间滤波器

。

A
.

数字滤波器概述

数字滤波定义为对离散时间信号的一个非时变线性运算
。

这个线性运算基本上是把

一个称 为输入的抽样信号或数列变换为另一个称为输出的数列的计算过程
。

有时
, “

数

字滤波
”

这个术语包括执行模数和数摸转换的意义
。

但因为某些信号本来就是数字
,

本

文的
“

数字滤波
”
将仅仅考虑上述的计算过程

。

在用线性常系数差分方程描述这个意义上说
,

数字滤波器是非时变的
。

任意给定一

组系数就唯一地确定了一个滤波器
,

并且这些系数的任何改变将必然引起滤 波 器 的 改

变
。

所以数字滤波器是非时变的
。

实现数字滤波器所要求的计算过程需要使用移位寄存器
,

加法器和 门电路这些数字

部件
。

使用数字硬件得到的若干基本优点是
,

成本下降
、

速度高和增加可靠性
。

数字信

号处理技术比较摸拟信号处理另外还有以下一些优点 ,

1
.

可以预言
,

能够获得任意高的精度而无性能漂移
。

这允许实现很高 Q值的稳定滤

波器
。

2
.

因为数字 电路本来就是彼此隔离的
,

所以不存在阻抗匹配问题
。

3
.

不存在临界滤波频率的限制
。

特别是容易构成零点几赫频率的滤波器
。

4
.

滤波函数能够有较大的改变
,

因为本质上是一个数字系数的问题而不是电感和电

容
。

5
.

适当地改变系数就可以容易地改变滤波器的响应
。

6
.

具有在时间上分配主要滤波段的内在可能性
。

例如
,

可以仅仅设置一个滤波段
,

通过时间开关多次复用这个滤波段而完成多段滤波
。

对每一段都能改变滤波系数
。

另一

方面
,

一个给定的滤波器
,

利用时间多次复用可以对多于一个的输入序列工作
。



这些优点加上大规模集成电路(L S i) 在实时数字滤波器方面的潜力
,

使人确信这些

器件在音频系统
、

语言处理
、

地震学
、

海洋学
、

雷达系统和数据通讯这样一些方面有广

泛的应用
。

B
.

历史背景

1 6 0 0年K
a f: 。: 〔功已采用线性滤波器或加权序列来处理离散时间信号

。

他讨论了早

期使用的经典数学方法和以后发展的
二
变换计算

。 二
变换的理论和它对于早期数字信号

处理的运用已于 1 9 5 0年在很多关于抽样数据控制系统的文献 中发表
。

例如参考文献 〔, 〕
、

〔2 〕和 〔3 〕
。

最近通用数字计算机已成为摸拟连续滤波器的工具
,

并且数字滤波器本身也在飞快

地发展
。

随着计算机工艺和技术 (特别是在存储器尺寸
、

计算速度方面) 的发展
,

以通

用计算机完成实时的数字滤波器已成为可能¹
。

现在
,

由于大规模集成电路 ( L S I) 的出

现
,

以专用硬件实现数字滤波器设备是既实用又经济的
。

简言之
,

由L S I 制作实时数字滤波器的前景已在一般数字信号处理的场合引起了相

当大的兴趣
。

参考资料〔4 一 8 〕具有很多关于这个新课题的最近 出版的资料
。

1
.

数学的考虑

数字滤波器的分析和设计要求对离散时间信号的数学适当熟悉
。

本节讨论抽样过程

和
z
变换计算的理论

,

并且介绍它们同信号数字处理的关系
。

尤其注重于产生数字传递

函数H (z) 的方法 ; 因为以后将要指出
,

这项工作是数字滤波器设计问题的本质
。

A
.

抽样过程

连续时间信号的抽样可以想像为一个脉冲调制的形式
。

假如一个信号f ( t )每隔 T 秒

抽样
,

则抽样率是。 : = 2二 / T ,

而这个被抽样信号是一系列幅度变化的等间隔脉冲
,

f * ( r) = 艺 f ( 。T )各( t 一 , : T )
月 = 0

(2一1)

在摸数转换器中
,

f (t) 在每个抽样时间的幅度f ( 。T )被测量
,

然后
,

构成一个对应

于测量值的二进制数字编码序列
。

直接看出
,

测量精度受到计算机码字长的限制
,

这是一

个设计数字滤波票的方法
。

这个现象就是所谓的
“
量化

” 叮4 、 5 〕,

在第F节 D 将讨论它

的影响
。

回到 ( 2 一 1 ) 式
,

显然
,

在时间域中抽样函数f*( t) 等于用调制函数 乙(t 明T ) 乘

原函数
。

因此在频率域中
,

f*( t) 的频谱等于无限多的等间隔谱线和原信号频谱的褶积
。

因此
,

得到图 2 一 1 所示的周期谱
。

注意这点是很重要的
,

在实际抽样情况下
,

调制脉

冲不是数学上的 乙一函数
,

而是具有有限宽度的脉冲
。

这表明频谱的幅度沿频率轴
,

在

零频的两边衰减
。

衰减的函数是熟悉的
: 伽xj 二形式

,

它可以用付立叶变换导 出
。

¹ 确实
,

在实时数字滤波方面通过快速付立叶变换 ( FF T ) 的高速卷积 的效果还不了解
。

多4
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图 2 一 1 均匀抽样 信号的频谱

特别重要的是频率的折迭或化名现象
。

再参考图 2 一 1 。

假如。
。

是原信号频谱的最

高频率分量
,

并且 coa < 2。 。 ,

由于信号分量的重迭
,

抽样信号的频谱将出现畸变
。

因此

通常为了恢复原频谱用一个低通滤波器
,

而频谱必须被限带在 士 co :

/ 2
。

这就是通常所说

的N y g 。‘: t抽样原理〔‘一 3 〕,

并且 2。
。

被称为N y g u i: t频率 (最低抽样频率 )
。

实际上总

是有某种程度的频率折迭
。

因此决不能恢复全部的信息量
。

应当特别强调的一点是
,

抽样频率必然是数字滤波器的钟频率
。

亦即
,

产生一个输

出值所需要的全部数字计算必须在一个抽样周期内完成
。

因此
,

数字滤波器的计算时间

由抽样频率规定一个上限
。

B
.

线性差分方程

假如用翔表示一个输入序列
,

而用 y。
表示一个输出序列

,

则场经数字滤波产生y。

可以用线性常系数差分方程来描述
,

它的形式是 ;

y , 卜b l y 。 一 1 + ⋯ + b, y 。 一

筋 = a o x 。+ a z 戈。
一

z + ⋯ + a 刀义。
一

万 (2一2 )

上面方程每一项是一个数字序列
。

序列 y 。 一 :
与y 。 的不 同点仅是在时间上滞后一个

单位时间 (7’ )
。

将方程式 ( 2 一 2 ) 写成时间 犷的函数
,

变为 ;

y (n T )十 b l y (n T 一 T )十⋯ + b二 y (灯T 一皿 T ) = a 。% (”T )十a lx (n T 一 T )

+ ⋯ + a 刀二(n T 一万T ) (2一3 )

方程式 ( 2 一 2 ) 和 ( 2 一 3 ) 是等价的
。

为 了简单
,

常采用 (2 一 2 ) 式 的 表 示 方

法
。

一般化 的差分方程的解释如下 , 当时间t二 n T 时
,

输出序列 y 。 的新的值可以由输入

序列纵的最新值和对于计算有用的以前的输入
、

输出值的线性组合来确定
。

常系数
a ‘和

b ‘由所需要 的特定的滤波函数来确定
。

决定这些系数是数字滤波器设计问题的实质
。

一阶线性差分方程的一个例子是
,

y (n T ) = b l y (n T 一 T )+ x (n T ) (2一4 )

(这里
,

一阶指的是在这个方程中最高阶延迟是 1 ) 假如二(t) 是复数正弦函数砂耐
,

则

二(。T )是砂”T
。

同时 y (n T 一 T )可用y (n T ) e 一

细 T表示 ; 即y (n T 一T )是在时间上比 y (n T )

延迟一个抽样周期 (这个概念将在下一节说明) 因此 ( 2 一 4 ) 式可写为
:

y (n T )二
e 云n o T

1 一 b l e一‘。 T

劣 (n T ) e ‘。 T

e fo T 一 b z
(2一 5 )



( 2 一 5 ) 式指出
,

在稳态情况
,

输出仍然是一个复正弦函数
,

不过 由
“
传递函数

”
把

它修正了
。

这个传递函数可定义为H (e , 。均
。

它的幅值是

(H (e , 。T ) )
= 1

(1 + b子
一 Z b l e o s o T ) % (2一 6 )

而相位是

劝= co T 一 ‘。。一’ (
s公n Q T

e o s o T 一 b l (2一7 )

(2 一6) 式表示传递函数H (砂“黔的选频特性
。

注意
,

幅值响应在频率上是周期性的
,

并且它的周期等于 。 s = 2川 T
。

事实上
,

这些结果是很一般的
,

而离散信号的传递函数

概念将在下一节详细地讨论
。

C
.

Z 变换

已经指出
,

数字滤波涉及到解一个由 ( 2 一 2 ) 式给出的常系数差分 方 程
,

而 且

( 2 一 2 ) 式对正弦输入的稳态解
,

可以用输入信号的传递函数得到
。

允许构成离散时

间信号传递函数的变换称为抽样数据或 Z 变换
。

所谓
“

数字传递函数
”
是用来描述一个

复变量 Z 的离散时间传递函数
。

1
。

Z 变换 的 定 义

给定一个以数列几来表示的离散信号八 它的Z 变换F (z) 用幂级数来定义

F (二)垒卦
砖一

(2一 8 )

式中
“
是一个复变量

。

变量
“ 的作用相当于拉普拉斯变换中的变量

, 。

狱一个数列进行
z
变换的运算可表示为

F (z ) 二 Z (f
。

) (2一9 )

举一个简单的例子
,

假如几是恒定信号

f
, 二

贝纽从 ( 2 一 8 )

n 二 O
、

1
、

2
’二 ’ · , , (2一1 0 )

式得到
z
变换的几何级数

,

O O

Z (1) 二 艺
二一”二

移= O

1

1 一 2 一 1

二
}> } (2一 1 1 )

Z 变换原理的资料已经发表〔2 〕
、
〔3 〕,

这里不提供详细的证明和更多的例子
。

下面

给 出适用于数字滤波的一些重要定理和若千结论
:

¹ 根据定义可 以推导出一个延迟序列的 Z 变换
。

这结果是

Z ( f, 一殆) = 二一k z ( f, )

º 一个复数正弦的实部的 Z 变换是

( 2一12)

Z (⋯⋯“, 一
不五声瑞碧手苦沁于巧

,

‘
·

,>
·

( 2一 13)

* 原文中误为
1

万 + b2 1 一 b 、e o so T ) 1 / 2—
一

译注



» 一个复数正弦的虚部的 Z 变换是

Z ( a ” s f八乙、二
a s fn b 之一 l

( i 一 a e , b z 一1 ) ( 1一a ‘ , ”z 一 1 )
(2一1 4)

注意
,

正弦函数的 Z 变换
,

在由阻尼系数决定的半径上产生成对的复共扼极点
。

4 .

任意一个函数形式为

f
。 = n 介 a 妈s fn ‘n b + e ) (2一15 )

的 Z 变换以及它们的线性组合总是一个
z 一 ‘

的有理函数
,

并且这种函数可以分解为 ( 2

一13 ) 和 ( 2 一 14 ) 式表示的项
。

这类信号与具有有理拉普拉斯变换的那类连续时间信

号相对应
。

现在说明Z 变换和拉普拉斯变换之间的对应关 系
。

由 (2一1) 式
,

一个抽样信号是

f * ( r ) = 艺f ( n T ) 乙( t一n T ) ( 2一16 )

对 ( 2 一 16) 式的两边进行拉普拉斯变换
,

得到

F * ( s ) = 艺f ( n T ) e 一
”全习 ( 2一 17 )

这个结果在形式上是同 Z 变换所确定的 ( 2 一 8 ) 式相同的
,

但要做以下一个置换 ,

之一 1二 r ” ( 2一18 )

在 ( 2 一 8 ) 式中可以把 z 一 ‘
这个复变量解释为

“

单位延迟算符
” . 或另一种意义是称

为次序变量
,

而它的指数表示序列 中的一个脉冲的位置
。

后一种解释
,

有时称为
“

形成

函数
” 〔2 〕,

这在后面讨论了 Z 逆变换后就清楚 了
。

2 .

数字传递 函数

数字滤波器的输出写为

y 二 + b l y 二一 1 十 ⋯ 十 b犷夕二一皿 = a o x 。 十 a l义”_ 1 + ⋯ a N 戈二_ N (2一19 )

对每一项作 Z 变换并利用序列延迟定理给出

Z ( y , ) + b 1 2 一 12 ( y n ) + ⋯ + b筋 z 一卫 Z (y n ) = a 。 Z ( x , ) + a l 之一 12 ( 二。 )

+ ⋯ + a 刀2 2 一N ( 二。 ) ( 2一20 )

提出公因子并简化 ( 2 一20) 式
,

结果是

N

艺
a ‘z 一‘

y ( 2 )
戈 ( z )

落二 O

二

_
= H ( z)

肚1 +艺氏
z 一‘

艺= 乙

(2
,

一2 1)

H ( 二 )定义为输出Z 变换与输入 Z 变换之比
,

并一般称之为数字传递 函数
。

另一种构成数字传递函数的途径是用线性算符H 表示
。

假如给出一个输出序列是

y ”一 a o x 几 十 a l 劣” _ 1 + ⋯ ( 2一22)

这简单地是用权函数乘上输入序列
,

y 。 = H ( 劣, ) ,

然后可简化为

k 二 n , ”
一 1 , (2一23 )



这里H 确定了滤波器
。

假如瓜表示这个滤波器的脉冲响应 (即
,

对于输入序列的响应在
。 = 0 时是 1

,

而在所有其它时间是 。)
,

从离散褶积定理可以得到时间响应夕。〔4 〕,

,

夕(。犷) = 习二(k T ) h (。T 一k T )
,

(2一 2 4 )

或等价为
,

C 心

y 。
二 艺 x * 标 _ 、

(2一2 5 )

对 ( 2 一25 ) 式 的两边做 Z 变换
,

再用序列延迟定理
,

Z (y
。

) “二
。

Z (人
, 。

) + 二z 之一 1 2 (人
。

) + ⋯

或

y (劝 = H (z) 乏 介
: 一“二H (习城习 (2一2 6 )

H (二)定义为这个数字滤波器的数字传递函数
。

3
.

2 逆变换

从y (z) 二H (z) 二 (习 关系式可以得到输出序列的变换 y (z)
。

假定H (的 和 二 (习是

已知的
,

并且是 Z 的有理多项式
,

则剩下从 y ‘习确定序列 夕。的问题
。

通常有三个方法确

定 Z 逆变换〔2
、

3 〕
。

前两个方法是利用Z 变换的反变换公式和部分分式
。

反变换公式是

最一般的
,

部分分式展开需要把分母多项式 因式分解为 已知变换对的项
。

第三个方法
,

并且通常最容易的
,

是幂级数或长除法
。

假定函数y (z )以Z 的形式写

为

夕(之) =
a o + a l之一 i + a Z之一 2

b
。 + b 1 2 一 1 + b Z 之一 2

+

十
(2一 2 7 )

假如采用长除法
,

用分母除分子
,

结果是

y (之) = q 。 + q l 之一 1 + q Z z 一2 + ⋯ (2一2 5 )

这个输出幂级数立即给出
,

y * (t) = q 。(t) + q l (t一 T ) + q (t一 Z T ) + ⋯ (2一2 9 )

这里 Z 一’
变量解释为前面提到过的输出序列

“

形成函数
” 。

这种处理过程通过计算和或

其它计算装置是很容易执行的
。

4
.

线性差分方程的正弦稳态解

在连续时间线性系统中
,

对于输入为正弦函数的特殊情况
,

可以避免做拉普拉斯反

变换和付立叶反变换
。

这种系统在稳态时的输出总是相同频率的正弦
,

但它们 的幅值和

相位由这个系统的传递函数改变
。

在特定频段内的输出幅值称为这个系统的频率响应
。

沿实频率轴计算这个系统的传递函数H (: )或F (j。 )就得到这个响应函数
。

现在将 要 指

出
,

通过在 Z 平面中围绕单位圆计算数字传递函数H (之)
,

可以求出离散时间线性系统的

响应
。

因此
,

对于一个输入序列是均匀抽样正弦波的很普通的情况
,

不要计算 Z 逆变换

就可以确定输出序列
。

在第 1 节 B 段中的 ( 2 一 5 ) 式指出
:

在离散一阶系统中对于一个正弦 输 入 的 输



出
,

同样是正弦曲线
,

但它经过频率灵敏传递函数H (ea’。
勺修正

。

运用置换 二 ‘es
,
和

s = jo ,

容易把这个传递函数写为 Z 的函数
。

~ 了m 全 ,

L了l ~ 岁m 全、 _
‘

-

一 _ 工 _ 不了 [ 、 、

“
、 匕

~

~ I
一

一- 万一 而r 一一气 r一 一 丫-
~ 一; 一- - - 贾7

一
孟 J 、‘ 工

尹. J f、、孟 一 J,
_

1 一 月, _ 口州一 孟

‘
-

一 一 口 I 工 以 1 ‘

(2一 3 0 )

假定原差分方程式 ( 2 一 4 ) 是用 Z 变换求解的
,

由此而得到的数字传递函数将和上面

( 2 一30 ) 式是相同的
。

若不是 由Z 变换的定义所要求
,

这些结果就不是恰好一致的
。

因此
,

一般来说
,

可通过计算数字传递函数在
2 = 砂。 ,

时的值来求这个数字滤波器的频

率响应
。 ¹

5 一乎面 ( ‘
二
守+奋。 )

夕通) 歼面

〕叱八

/ 抓/

图 2 一 2 5平 面到 Z 平 面的 变换

这个讨论
,

在图 2 一 2 中
,

用图解说明
。

以 ‘ 二 a 十 j。代入 ( 2 一18 ) 式来实现 由

S 平面到 Z 平面的绘图
。

z = 召 (。 + j二 ) T = 仑。T
.

‘jw T ( 2 一31)

这里T = 2川 co 。。

对于 }叫 < co ; / 2 , S平面的右边部分 (正 0) 绘入 z 平面的单位圆外边
。

同样地
, S 平面的左边部分 (负0) 绘入单位圆内

。

正如连续时间滤波器的频率响应是用

关于j。轴 上的传递函数值来确定的一样
,

离散时间滤波器的频率响应是用在这个单位圆

上的传递函数值确定的
。

假如在 Z 平面中画出了数字传递函数的零点和极点º ,

则在图

2 一 2 中
,

频率 0 1的响应值是L I ZL Z L 3 ,

并且相位是
a , 一 a Z 一 a 3 。

这些结果利用普通

的极点一 零点图解方法得到
。

注意到
,

幅值响应在 。值达到。 s 、 2 0 5
等等以后重复

,

并

¹ 在这个意义上
,

数字滤波这个术语仅仅是指摸拟方式中的选频滤波
,

而不是第 I 节/ A 中一般的 时间域滤波
。

º 通过对Z 的有理多项式分解 因式
.

求出数字传递 函数的零点和极 点
。



在
。O B附近是对称的

。

这结果同以前讨论的抽样信号的周期频谱相一致
。

一般来说相位

特性曲线可以重复也可以不重复〔的
。

还有
,

数字滤波器的稳定性要求数字传递函 数 的

极点设置在 Z 平面的单位圆里边
。

在H (习函数表达式中以
e 一 ,砂代替

z 一 ‘
能够解析地计算数字传递函数的频率响应

。

假定H ‘二 )能分解为二阶表达式的乘积
,

则

H (e 一

jO T ) 二
A 。+ 月 l e 一

抽 T + 月Z e 一

招。T

1 + B z e 一

jO T 十 B Z e
一

jZ O T

月0 ej O T 十月 1 十月 Z e 一

jO T

召jo T + B z + B Z 日 一

s。丁
-

展开这个指数项并重新组合得

H (e 一

j“T ) 二 〔(A Z 十 A 。)c o s o T 十月 1〕十j〔(A 。 一 月 2 )s f, 。T 〕

〔(B Z + 1 )c o s o T + B z〕+ j〔(1 一 B Z ) s fn o T〕
(2一3 2 )

计算机程序 1* 可用来计算 (2 一 3 2) 式右边的值
。

以F O R T 尸A N I厂语言编写了这

种程序
。

D
.

S 平面到 Z 平面的变换

在第 l节中讨论 的很多数字滤波器的设计方法涉及到摸拟滤波的数字化
。

这些 I’ai 接

的设计方法要求从 S 的函数转换到 Z 的函数
。

本段讨论各种绘制从 S 平面到 Z 平面变换

的技巧
,

并且比较各种变换的相对优缺点
。

计算系数的公式不予推导
,

但可以 从文献〔6 〕

看到
。

1
.

标 准Z 变换

这个变换是 Z 变换定义的简单推广
。

一个 S 的有理函数展开为部分分式
,

并且计算

每一项的 Z 变换
。

假如R R 表示部分分式展开式中余项的实部
,

而 R l表示虚部
,

则实数

项按下式变换 ,

R R

S 一 U

) A 。

1 + B 1 2 一 1
( 2 一3 3 )

这里

A o 二 T (R R )

B l 二 一 e

矽 (u T )

共扼项可以合并
,

并按下式变换 ,

R 尸十 jR I
、

—
刁一

刀。 十 刀 1 2 一 1

‘ 一 u 一 j v

返里二坦Z,
s 一 u 十 jv 1 + B 1 2 一 1 + B Z z 一 2 (2 一3 4 )

这里

月。 二 Z T (R R )

A : 二 Z T e 二p (。 T )〔R R e o : (v T ) + R l s f, (v T )〕

B z 一 Z e x P (“T )c o s (v T )

B Z 二 e x p (2 “T )

因为这个变换包含关 系式
之 -

= e
一

吕,
所 以从S 平面到 Z 平面的绘制如以前图 2 一 2 所

半 计算机程序见原文 11 6一12 5页
—

译注



叙述的一样
。

注意到
,

在 s 平面中每一条由 。 = ( , 十 1 / 2) 0 。和 。 二 ‘。
一 1 / 2) 。。限定

的条带 (这里
n
是整数)

,

变换到整个 Z 平面 中
。

所以
,

以后每一条的变换图和基本频

带的函数图重迭
。

假如在 。 > 。 s
/

2
时

,

函数H ( s ) 有任何有效响应 (即
,

极矢量乘积

除零矢量乘积对于 。 > 。 ,
几不能忽略)则会出现频率折迭

,

并且这个变换是不满意的
。

因而标准的 Z 变换仅对带限函数适用
。

这个问题和抽样信号的讨论有关
。

然而
,

在现在

的情 况中
,

除输入信号外传递函数本身也必须是带限的
。

在H ( : )不是充分带限的情况

下
,

可以在级中插入一个低通
“

保护
”

滤波器以使变换成功
。

2
.

双 线性 Z 变换

为了防止频率折迭问题
,

寻找一种变换
,

将整个 S 平面变换到 Z 平面
。

作 为 第 一

步
,

把整个 S 平面变换到由直线
: / = 士jo s/ 2 限定的S, 平面

。

变换关系是
一

2
, _

_

, s , T
。 ~ 竹了 ‘“n 气

—
了

’

2
( 2 一 3 5 )

注意
, 这个变换也就是整个 s 平面绘制到各个以后的由创

二 (。十生) 。。和。
‘= (一合

, 。“

限制的条带 巾 (对
n
是整数 )

。

这个条件是必要的
,

因为以后 Z 的函数在频率上必然是

周期性的
。

因此
, z 一 e

一

“‘ ,
代入 ( 2

‘

一 3 5) 式
,

则双线性 Z 变换成为 ,

2
, _ _ , ,

s’T
、 2 (1 一 e 一

s, 勺
_

2 (1 一 z
一

l)‘ = 二t a n h (二二二
.

)二名共井, 书二 , 介导二 - 任浇牛, 二‘, 菩一 ( 2 一 3 6 )
T

’

一
’. “
一 2

一 产

T (1 + e 一

夕 勺 T (1 十 之 一

勺

这个变换把 S 平面的整个左半部画在 Z 平面 的单位圆内部
。

因为没有折迭出现
,

折迭误

差被消除
。

而为此付出的代价是频率标度有非线性弯曲
。

在 (2一3 5) 式中
,

假如
: 尹

= j。
产

和 s 二 了co 则

。T
, ,

。 , T
、

_
= 百 a n L

—
夕 ( 2 一 3 7 )

因为 co 产

是真正变换到 Z 平面的频率
,

频率标度的弯曲由正切函数产生
。

然而
,

在实行

变换之前预先扭曲设计频率
,

通常可以得到满意的结果
。

3
.

匹 配 Z 变换

这个变换产生一个零点和极 点与连续函数匹配的数字传递函数
。

这个变换是
s

,
e吕, 二 z ( 2 一3 8 )

则实极点和实零点按照
s 一 u l

, i + A 1 2 一 1 ( 2 一 39 )

变换
。

上式中

A l = 一 e 戈P (u z T )

复极点和复零点合并为二次因式
,

并按照

(s 一 “)2 + v Z
争 1 + A 2 2

一 1姓2 2
一 “ ( 2 一4 0 )

变换
。

这里

月 1 = 一 Z e x p (u T ) e o s (v T )

A Z 二 召x p (Z u T )

匹配 Z 变换保持了频率响应曲线的形状
。

G ol d en 指出〔6 〕
,

为了得到满意的结果
,



有时可能必须把H (
z )乘上 ( l 十 二 一 ‘)璐形式的项

。

这个运算等价于在半抽样频率上插入
n
个附加零点到这个数字传递函数中

。

4
.

其它变换

K 成
:

er 〔l〕讨论 了各种其它从 S 平面到 Z 平面的变换
,

的结果
。

一个重要的特殊变换是
,

二

~ 了
2 一 2 2 ‘o s o o T + i

可以利用这些变换得到特殊

2 2 一 ( 2 一 4 1)

这个变换是双线性 Z 变换 的变种
,

把 S 平面的整个虚轴画入 Z 平面的单位圆的上
、

下弧

两边
。

规定
了 = O 并对 Z 解( 2 一 4 1) 的分子

,

则可看出 S 平面的原点变到
e 士了。。T 点

。

于是
,

对低通H ( s )运用这个变换产生一个具有中心频率为。。的数字带通H ( z )
。

假如

我们用 。A
表示摸拟截止频率

,

用。D 表示数字截止频率
,

则 ( 2 一 4 1) 式可以写成方程式

e sZ o o 犷 一 Z e zO D T e o s o o T + 1

e jZ“
了

一 i

e o s o o T 一 e o s 。刀 T

s : n m 刀 T
( 2 一 4 2 )

�1

注A00
限奋d

或

频率弯曲也是明显的
,

但是和双线性 Z 变换一样
,

利用预扭曲可以得到有用的结果
。

5
.

5 平 面到 Z 平面 变换 的摘要

本段所讨论 的每一种变换都具有一些优点和缺点
。

在数字滤波器的设计 中
,

一个变

换的选择必然取决于这些因素
。

首先
,

标准 Z 变换是一个指数的变换
,

需要传递函数H ( ￡ ) 的部分分式展开式和附

带的分母多项式 的因式分解
。

这个变换保持脉冲时间响应曲线的形状 ; 但因 为 频 率折

迭
,

仅对于低通和带通变形的带限函数是用的
。

双线性 Z 变换是一个代数变换
,

这种变换容易实现
,

并且它不需要简化 S 的传递函

数
。

但因为频率弯曲
,

所 以这种变换仅对幅度分段为常数的函数有用
。

双线性 Z 变换保

持平的增益特征
。

匹配 Z 变换像标准 Z 变换一样
,

在形式上是指数的
,

但仅需要H ( ‘ )的因式形式
,

不要部分分式展开式
。

它保持频率响应特征的形状
,

并对于高通和带阻滤波器给出好的

结果
。

l 数字滤波器设计方法

已经指出
,

可用下面 的数字传递函数形式来描述数字滤波器

H ( z ) =
y ( z )
戈 ( z )

N

艺
a , :

一

J

二止编一一
一

1 + 艺 b , z 一

,

j二 0

( 3 一 1 )



方程式 ( 3 一 1 )是通用的
,

并适用于所有的数字滤波函数
。

滤波器 的性质完全由匀和如决

定
。

并且确定这种系数几乎就是整个滤波器的设计问题
。

数字滤波器通常分为
“

循环的
”

或
“

非循环的
” 。

参照 ( 3 一 l ) 式
,

假如如 中至

少一个不为零
,

就称这个滤波器是循环型的 , 即计算现在的输出值不仅需要过去和现在

的输入值
,

而且也需要过去的输出值 (反馈)
。

假如所有的如为零
,

则这个滤波器称非

循环或横向型 的 , 即
,

这个输出仅仅是输入值加权的线性组合
。

这个滤波器也称为
“

抽

头延迟线
”

滤波器
。

两类滤波器的设计方法显著不同
,

并且每一类有它的不同的特性
。

通常非循环滤波

器需要大量的项以能在频率响应上得到相对陡峭的变化
。

但非循环波滤器具有极好的相

位特性曲线
,

在某些情况下
,

是很线性的
。

反之
,

循环滤波器能以较少的项提供陡峭的

截止特性
,

但相位特性曲线是差的
。

在第W 节将要指出
,

目前实时数字滤波器的实现容易多了
,

并且当利用循环滤波结

构时更现实
。

由于这个原因
,

本文对非循环滤波的讨论是简短的
。

为了允许以后实时处

理
,

所有的数字滤波器的设计例子是循环型的
。

A 非循环数字滤波器

非循环数字滤波器 的设计方法分成三类
。

第一类是经典的数字方法
。

在 这 个 方 法

中
,

使数字分析中的单位算符
“

E
”

和 Z 变换算符相对应后
,

对于等间隔数据的经典的

插入公式和微分公式就能直接数字化
。

这些滤波器仅在低频时是好的
,

并且它们相当于

利用幂级数展开式的开头几项
。

这方法主要局限于函数是积分
、

内插
、

微分等等的滤波

器
。

第二类方法涉及到付立叶级数的应用
。

假如在 }叫< 。 。 /2 区间上以付立叶级数形式

展开所要求的频率响应的值
,

则以余弦项 (或正弦项 ) 型式写 出的结果是
,

H (。 ) = 艺
a o e o s (n o r ) ( 3 一 2 )

但
,

因为Z
一

‘二 e
一

加T ,

( 3 一 2 )式可写为滤波器要求的形式
:

1 里
H ‘“ ’一 ““ + 丁感% (“

” 十 “
一
” ( 3 一 3 )

这个滤波器具有无穷多个项
,

因而只有通过切断这个级数作近似时滤波器才是可以实现

的
。

对快速收敛的级数这个近似是好的
,

但假如在需要的频率响应中
,

存在不连续的或

陡峭的变化
,

则这个近似是差的
。

非循环滤波器第三类设计方法涉及到去寻求一个较好的收敛级数
,

或系统加权误差

函数
。

存在利用切比雪夫级数
,

最小二平方近似和
“

窗口
”

函数的方法
。

K al’ : e : 〔1〕广

泛地讨论了这个问题并举了几个例子来说明设计方法
。

B 循环数字滤波

在时间域或在频率域都可以完成循环数字滤波的设计
。

过去的抽样数据滤波器的设

计者关心的是阶跃响应
,

峰值过冲等等
,

并且综合和分析大量的传递函数以满足像上述

4 ,



这样一些时间域的判据
。

近年来
,

因为数字信号处理的范围已经发展
,

重点更多地放在

频率域上的稳态响应
,

G ol d 和R a d er 〔4 〕已把各种在频率域上设计数字滤波器的方法列

成公式
。

G ol d en 〔6 〕对于这些方法的发展也有贡献 , 而且他提出了一个本质上能完成在

本节中提到的所有设计计算的计算方案
。

这个方案本文的作者没有 利用过
。

循环滤波器的设计通常有两个方法
。

即是直接设计法和间接设计法
。

后一个方法是

更为流行的
,

用许多标准的连续时间滤波器作为中间设计步骤
。

1
.

直接设计方法

这个方法直接根据滤波器的技术要求用计算方法以确定系数
a ‘和 b‘

。

某些方法涉及

到利用多项式近似的理论
。

另一个方法是直接在 Z 平面设置极点和零点 〔。〕,

因而 可 能

去执行一个迭代或试凑过程
。

对于非标准形式 (低通
、

带通等等 ) 的特殊响应
,

可 以利

用这些设计方法
。

本文对此不作进一步的讨论
。

2
.

由摸拟 滤波器设计到数字滤波器设计

数字滤波器的间接设计方法分两步实现
。

首先设计一个摸拟滤波器 的 H (S ) 满足

这个滤波器的技术要求
。

然后对这个摸拟函数进行一个变换以确定一个数字 传 递 函 数

H ( z )
。

按照这个方法
,

就可以利用几年前已经得到发展的有关连续滤波器的很多设计

和综合技术
。

参考文献〔10 〕对这个课题进行了广泛的论述分析
。

连续滤波器的设计问题

连续滤波器的标准形式 已经导出
。

并在文献〔功〕中充分提供了这方面的资料
。

这 种

滤波器用布特握斯 (B u t te r 二 o r th)
,

切比雪夫 (C h e b夕s h e v )
,

椭园 (E lliP t￡e )
,

勒拿

(L er ne
: )和其他的名字来命名

。

每一类滤波器有其一定的特征
,

这些特征确定了对它

如何最恰当的使用
。

下面简短地概述其中布将握斯和切 比雪夫的设计以便提供数字滤波

器设计的基础
。
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图 3 一 1 布特 涯斯低通 滤波器的响应



(1 ) 布特握斯滤波器
。

布特握斯滤 角频率功

波器可用下面关系来表示
:

屯工一二』
竺

2 叠」 0. 吞 0
.

6

IH (jo ) 1
2 =

1

1 + (。 / 0 0 )“”

(3一4 )

二;阵耳不科翔非川立
一

5
片一

一

}一寸一川士日林无一十一~
一4 厂一一

一
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才州片r卞村洲节
一

—丁
一

一
巴
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5 }

—
}

-
- 4

一

十州一粉卜十}十 从一一一卜
~

~
‘口 l 奋 l ! 1 甘 1 . 俘 「 恤 l

遥
一
‘
匡二主三二口⋯{丈州

一
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一
寸

一

-
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口丁下飞一一一仁一一

撒
刃训川心书

这里 。o
是截止频率

。

!H (]’。) {
“
是滤波器传

递函数的平方值
。

可以指出
,

传 递 函 数

H ( : )是一个分子为常数而分母 为
n
次多

项式 的有理函数
。

例如
, co c 归一化到 1

弧度 /秒的四阶布特握斯滤波器的传 递 函

数为
,

H ( s )二
1

5 4 + 2
.

6 13 5 3 + 3
.

4 1 4 5 2 + 2
.

6 1 3 5 + 1 ” 二 3 的切 比雪夫和布特握斯滤波器

( 3 一 5 ) 图 3 一 2 切比雪夫低通滤波器的响应

在表中〔103 很容易地求出四阶滤波器的这些系数
。

图 3 一 1 画出了取
n
在阻带内为 三 种

值的布特握斯频率响应曲线
。

一般说来
,

这个响应的特征有一个平坦的通带以及频率每

增加 10 倍衰减增加 2 0。分 贝
。

( 2 ) 切比雪夫滤波器
。

用下面的关系来确定切比雪夫滤波器
,

IH (jco ) {
2 =

1

1 + 。“犷护(0 / 。 o )
( 3 一 6 )

这里厂
,
是

n
阶的切比雪夫多项式

。

切比雪夫滤波器的特征是通带内有相等的波纹和阻带

内有单调的衰减
。

波纹的幅度 乙为
:

乙= 1 一

杯 1 + 。2
(3 一 7 )

切比雪夫滤波器的传递函数也是 S 的有理函数
。

它的系数由特定的
e
值来确定

,

计

算这些系数是比较复杂的
,

但已有很好的方法 〔10j
。

图 3 一 2 画出了典型 的三阶切 比 雪

夫滤波器的响应曲线
。

一般来说
,

在相同的阶数情况下
,

切比雪夫滤波器的阻带响应的

斜率比布特握斯滤波器的陡峭
。

( 3 ) 频率标度
。

因为大多数的连续滤波器用归一化频率 (即
, c0 0 = 1弧度 /秒 )来设

计
。

为了把滤波器的响应移到我们所关心的频带
,

需要频率标度
。

假如我们用 co o
表示要

求的截止频率
,

则为了把归一化的传递函数的频率响应移到 co c ,

作这样的变换
,

(3 一 8 )

( 4 ) 频率转换
。

从一个低通设计作下面的频率转换可以得到高通
,

带通和带阻滤

波器 ,

低通到高通
s

, 进渔
.

布

(3 一 g a )



低通到带通
。 _

~ 0 0 了 S _ L 0 0 、

。

~
一二妥二犷 、

—
丁

—
,

刀尸 (D 0 5

L 3 一 g b )

低通到带阻
:

,

—
旦里一- ~

一 ( 3 一 g c)

co o (二
+

丝 )

。 0 5

在 ( 3 一 9 ) 式中
, B 甲二 。 c Z 一 co o l

和 。。= 材石丽;瓦万 (几何平均值 )
。

因为包含

了它们本身的频率标度
,

所以这些转换全部按归一化 的低通 H ( : )来进行
。

注意
,

当用

带通和带阻转换时
, 0 。不一定要在这个频带的中心

。

因此
,

最后的设计可能与预定的中
J

合频率稍微有点不对称
。

b
.

设计过程

一个要求的频率响应
,

本质上由通带中的特性曲线和阻带中的衰减量来确定
。

例如
,

需要设计一个带通滤波器
,

在 1 0 0 0赫通带中心是平坦的
,

在 80 0赫和 1 2 0 0赫 (截止频率)

下降 3 分贝
,

在50 0赫和1 5 0 0赫下降 20 分 贝
。

平坦的特性通常要求采用布特握斯方案
,

20

分贝衰减确定了布特握斯滤波器的阶数
,

并且 3 分贝频带指定了所要求的频率变换
。

在

提出最终的数字滤波器方案时
,

抽样频率是另一个重要的技术指标
。

下面决定采用哪一种形式 的 Z 变换
。

通常标准 Z 变换如先前讨论过的仅被用于带限

函数以阻止频率折迭
。

带限函数是 S 的典型函数
,

它的分母是一个高阶函数并且它的截

止频率为半抽样频率的几分之一
。

如果 不通过实际测量这个最终的滤波器
,

通常就不可

能保证标准 Z 变换设计成功
。

当频率特性曲线是相对地分段为常量时
,

双线性 Z 变换是很有效的
。

因此
,

可以令

人满意地变换大多数布特握斯方案和小波动的切比雪夫方案
。

双线性 Z 变换的代数式使

它容易实现
,

只不过需要先扭曲S 域的临界频率以在 Z 域中达到预期的响应
。

最后
,

为实现高通
、

带阻或除分段常量以外的频率特性曲线
,

可以用匹配 Z 变换
。

以上讨论 的数字滤波器设计方法将在下面章节 中用一些例子来说明
。

C 循坏数字滤波器的例子

下面的例子用来说明前面讨论的数字滤波器设计方法
。

滤波器取低的阶数
,

以便进

行数字处理
。

所有的计算用电子计算机来完成
,

其结果舍到十进制的小数第六位
。

对于

更复杂的滤波器
,

几乎肯定要用到像 G ol d en 〔6 〕写的计算机程序
。

例 1 设计一个在抽样频率为2 0 0 0赫工作的低通数字滤波器
。

它的截止频率 ( 3 分

贝) 是 2 00 赫
。

并且在通带内响应是平坦的
。

1
.

选择二阶布特握斯滤波器
,

并利用双线性 Z 变换
。

需要预先扭曲摸拟 的 截 止 频

率
。

从 ( 2 一3 7 ) 式¹

C0
一

‘二 ‘

子
,

, _ , 2汀 · 2 0 0 ·

5 x 10
一 3 、 , _ _ _ , 。 。 , J , 二 。 、 _ 八 。 。 ‘n 。 。 , 。 , 。 、

山 滋= 不u 月 火

—
/ 一 弓“凡 气V

· 0 1 任 I J 沙 / 一 V · 。 ‘任 口 ‘ V 气 。

—
i U /

乙

¹ 为了在其后 的代 换中避免处理大量数据
,

省去系数2/ T
。

假如保 留这个 系数
,

结果 总是可 以简化到相同的

答案
。



注意
,

把摸拟的截止频率。
‘
预先扭曲到 (0

.

3 2 4 9 2 0 ) (Z ZT ) = 2 07 赫
。

2
.

归一化的二阶布特握斯滤波器是

H ( s ) =
1

5 2 + 1
。

4 1 4 2 1 3 5 + 1
( 3 一 1 1 )

S 二二 S j0
.

3 2 4 9 2 0代入 ( 3 一 1 1 )式得

H ( s )二
0

。

10 5 5 7 3

5 2 + 0
.

4 5 9 5 0 6 5 + 0
.

1 0 5 5 7 3
( 3 一 1 2 )

3
.

用 : = ( z 一 1) {( 2 十 1) 代入( 3 一 1 2) 式得到双线性 Z 变换
。

结果是
,

H ( 2 ) =
0

.

1 0 5 5 7 3 (2 2 + 2 : + 1 )
之 2 一 2之 + 1 + 0

.

4 5 9 5 0 6 (之 一 1 ) (之 + 1 ) + 0
.

1 0 5 5 7 3 (2 2 + 2 2 + 1 )

整理为
,

了d召夕

口

弓

6

一

夕

、、、、
、

、、\ \\\\\\\\\\\
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\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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图 3 一 3 低通数字滤波器的响应

H ( 之 ) =
0

.

0 6 7 4 5 5 + 0
.

1 3 4 9 1 0 2 一 1 + 0
.

0 6 7 4 5 5 之
一 2

1 一 1
.

14 2 9 8 0 之
一 1 + 0

.

4 1 2 8 0 1 2
一

2
( 3 一 1 3 )

用计算程序 ]
.

求得这个数字滤波器的频率响应值
,

结果已画图 3 一 3 中
。

3 分贝频率正

好是2 00 赫
。

( 3 一 13 ) 式的传递函数的极点是
:

z = 0
.

5 7 1 4 9 0士 j 0
.

2 9 3 5 9 8

这些极点都在单位圆内侧
,

表明它是稳定的滤波器
。

例 2 设计一个带通数字滤波器
,

在抽样频率为 2 0 0 0赫下工作
。

截止频率 co D I和 c0 DZ

分别是 20 0赫和50 0赫
,

并且这个响应在通带内是平坦的
。

1
.

选择二阶布特握斯
,

又可以利用已给出的 ( 2 一4 1) 式的带通双线性 Z 变换
。

这

个变换将从一个 S 的二阶函数得到一个 Z 的四阶函数
。

2
.

为了方便起见再写出 ( 2 一 4 2) 式
e o s co o T 一 e o s co n T

s fn o D T
( 3 一 1 4 )

可以预想到
,

和每一个临界数字频率相联系的摸拟频率符号彼此是 相 反 的
。

因 而
,

由

H (S I !0 刻) 变换得到的数字传递函数将能在两个临界频率 。。 : 和 O D :
处满足这个响应

的技术指标
。

从下面式子中解出
。os o o T



型糕罗巡
二 一 e o s o o T + C O S CD 那

s f月。功T

用三角恒等式对 ( 3 一1 5) 式进行运称
,

结果是
,

(3 一1 5 )

( 3 一1 5 )

的公式
。

, 。 。

。
_

甲 _ e o s
专〔0 刀 zT + 。加T 〕

, 。 , 。 、

‘甘 。山 0 . 一一了丁丁不产下仃丁 不布~ 一 , 甲 扮不万一 又 。

—
二O ,

C U s
目

龙
~

L田 D l l 一 田刀2 1 )

式一下子就能推导出来
。

然而它在带通双线性Z 变换设计过程中是一个有用

3
.

回到这个例子

C o s o o T ==
c o s
寺 (7 0 0

.

2 兀
.

T )
c o s
专 (一 3 0 0

.

2 兀
.

T )
二 0

。

5 0 9 5 2 3 ( 3 一1 7 )

4
.

用 ( 3 一1 3 ) 式

co D IT 二 (2 0 0) (2 兀) (0
.

5 水 1 0
一 ”)二 0

.

6 2 8 3 2

和 O 通
_ 0

.

5 0 9 5 2 3 一 e o s 0
.

6 2 8 3 2

s玄n o
。

6 2 8 3 2
= 0

。

5 0 9 5 2 3 ( 3 一 1 8 )

对。DZ T = 1
.

5 7 0 8 0得到相同的结果
,

这证明了 ( 3 一 1 6) 式的正确性
。

5
.

以 ￡ “ “ , 0
.

5 0 9 52 3代入归一化二阶布特握斯传递函数给出
,

H ( s )二
0 ‘2 5 9 6 1 4

5 2 + 0
。

7 2 0 5 7 4 占+ 0
.

2 5 9 6 1 4 ( 3 一 1 9 )

6
.

现在用
: 二 (: 2 一 1

.

0 1 9 0 4 6 二 + i ) / (: 2 一 i )代入 ( 3 一1 9 )式得到这个传递函数
。

经

过大量的代数运算后
,

这个结果是

H (君 )二
0

.

1 3 1 1 0 6 一 0
.

2 6 2 2 1 2 2 一 2 + 0
.

1 3 1 1 0 6 2 一 4

1 一 1
.

4 0 0 0 6 4之
一 1 + 1

.

2 7 2 2 1 6 2 一 “一 0
.

6 5 8 4 1 9汤
一

召十0厄元乏i李牙飞
(3一2 0 a )

或

H (之)=
(1 一 1

.

2 2 2 0 2 3 之
-

.

3 6 2 0 8 5 一 0
.

3 6 2 0 8 5 2
一

2 )2

6 0 3 8 2 5 2 一 2 ) (1 一 0
.

1 7 8 0 4 1 之
一 ‘+ 0

.

4 5 0 8 2 正飞)
* (3一 2 0 b)迎+0.
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图 3 一 4 带通数字滤波器的响应

译注: , 原文有误
,

已更改
。



用 ( 3 一Z o b) 式和计算程序求出这个滤波器的频率响应
。

结果完全满足技术要求
,

并

画在图 3 一 4 中
。

这个带通数字滤波器 的极点位于

z = 0
.

6 1 1 0 1 1 士j0
.

4 8 0 0 9 4

z 二 0
.

0 8 9 0 2 0 士jo
。

6 6 5 5 0 5

这个滤波器也是稳定的
。

鱼丝
.

设计一个带通数子滤波器
,

这个滤波器也是稳定的
。

它在通带内的频率特性

曲线和高斯或正态的曲线的倒数相同
。

(在第班节 C 段给出这种滤波器的运用) 参照图

3 一 5
。

中心频率是 4 50 赫
,

抽样频率是 2 0 0 0赫
。

a .

频率域的高斯分布

p = 平均值 = 中心频率 口 = 标准偏差

从 少
1 护 尹

一月
孟

之

图 3 一 5 噪声滤波器的技术要求

1
.

图 3 一 s b 的形状可以用二阶切比雪夫滤波器来近似
。

(第
n
阶切比雪夫滤波器

有
。
个峰和

n
一 1 个谷

,

因此
,

一个大
e
值的二阶滤波器在其通带的中心有一个凹点

。

)

在这里仅扼要地讲这个特殊切比雪夫滤波器的设计
。

计算出一 个
e
值以给出一个凹谷的形状

,

它近似于正态曲线的倒数
。

为此
,

必须确

定曲线统计量和频率之间的关系¹ 。

再利用标准的方法设计这个归一化的滤波器
,

最后

作一个频率转换以给出所需要的带通滤波器
。

这个结果是

¹ 在第硕节C段
,

高斯曲线的原点看成是一个连继载波的频谱
,

这个连续载 波 是由噪声调频的
.

因此
,

这 个

线的宽度 和颇率之 间的关系由所 用的实际硬件决定
.
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图 3 一 6 模拟噪声滤波器的响应

H (s ) == 0
.

5 1 5 4 2 2 5 2 / (0
.

0 0 0 0 0 0 0 5 2 5 2 + 0
.

0 0 0 0 3 9 9 3‘”) + 1
.

2 5 0 1 1 5 8 7 8 , 2

+ 2 8 3
.

7 7 7 3 7 5 + 2 6 1 0 4 0 9
.

6 5 4 ) (3一 2 1)

这个滤波器的频率响应
, ¹ }H (j cD )l 在图 3一 6 中示出

。

结果是完全令人满意的
。

现在

所研究的问题是获得一个产生相同频率特性曲线的数字传递函数
。

2
.

为获得这个所需要的数字传递函数
,

选择匹配Z 变换
。

这个传递函数H ( s) 的极点

二 一 28 8
.

7 4 512士 j4 639
. 39 8 4

= 一 9 5 .

23544士八521
.

254 6

用 ( 2 一4 0) 式中已经给出的匹配 Z 变换关系可以计算出数字传递函数的系数
。

对于这

两个二阶传递函数的结果是
,

a o == 1
。 0

a x == 一 1
.

0

b l = 1
. 17 8 16 5

b Z = 0 . 47 9 2 03

�尸�油厅抽水办由助妇

�余以�

(赫 )

图 3 一 7 数宇噪声滤波器的响应

a o = 1
。

0

a l = 一 1
。

0

b z = 一 1 3 8 1 4 3 5

b Z = 0
.

9 0 9 1 5 9

¹ 图 3一 6 是根据 C al o ho 月 网络 分析计算程序〔I 〕的实际翰 出
.

这个程序在本 文提 到的模拟传递函数综合方

面是非常有用的
.



则
、

这个完整的数字传递函数是

H (之) =
K (1 一 之一 1 )(1 一 之一 1 )

(1 + 1
.

17 8 1 6 5 2 一 1 + 0
.

7 4 9 2 0 3 2 一 2 ) (1 一 1
.

3 8 1 4 3 5 之一 1 + 0
.

9 0 9 1 5 9之一 2 )

(3一 2 2 )

这里K 是放大系数
。

3
.

考察 ( 3 一 2 2) 式给示的传递函数的频率响应
,

发现在两个峰值频率处的值相差

5
.

5分贝
。

假如对这个传递函数在半抽样频率处插入一个一阶零点
,

则所需要的对称响应

可以更好地近似
。

修正后的传递函数响应画在图 3 一 7 中
,

放大系数K 调到中心频率处

有 6 分贝衰减
。

W
.

数字滤波器的实现

设H (习 确定了一个 由第 I 节所讨论的方法之一所导出的任意数字传递函数
。

对于

输出转换夕(z) 二 H (z) x (z)
,

图 4 一 1 循环数 字滤波器

的解可以写为
,

N
y (习 一艺

‘= 0

M
a ‘: 一

“ (: ) 一
习 b‘z 一‘夕(z ) , (4一 1)

或者
,

在时间域中理解
z 一 ‘为单位延迟算符

,

M
a ‘二 。一‘一

艺b‘夕。一‘ (4一2 )
N艺i=o

一一外夕



直接用数字元件可以实现这个差分方程
。

参照图 4 一 1
。

每一个
二一 ‘的方块表示‘个抽

样延迟
。

的实时的硬设备中
,

即指的是一个一字长的存储器
,

它的毕特容量由表明 二 ‘和

y ‘的精度 的毕特数字来确定
。

在这个滤波器中对于每一个分路都需要一个乘法器
。

一般

为了允许改变传递函数
,

这些是可变系数的乘法器
。

注意
,

这些相乘的系数和出现在传

递函数H (习 中的系数相同
。

这是以前的基本结论
,

即一 旦这些系数被确定实质上 就 完

成了这个数字滤波器 的设计
。

这与模拟滤波器设计大不相同
,

传递函数H (: )的确定通常

仅是模拟滤波器设计问题的一小部分
。

加法器和乘法器一起构成一个专用计算机或数字滤波器的运算单元
。

( 4 一 2 ) 式

的执行过程包括按 j 一
令速率驱动这个计算机

,

并且在每一个抽样间隔 内进行指定的运
~ 扩、 ’J

~
‘

,工 目
J只 认

了
T ~ 一

, “刊 ~
’ r ’

升
v “ ’ 尹 ’

~
一

阵 甲
’ J
囚

‘, 一 ’
、

’一

门
r J

~
, J J目 ~

曰 J

~

算
。

在完成这个计算之后
,

移位寄存器或延迟单元的内容必须移位一次到一个对下一个

抽样周期是适 当的位置
。

例如
,

在时间 t 二 耐 存入的输入值为 际
,

则一个周期以 后 在

t 二 (nt + T )
,

这个值必须存入翔
+ : 的地址

。

一般
,

万(习 = y (习 Z劣 (z) 这个式子是一个 Z 一 ‘的多项式之比
,

它的分子是 N 次
,

分母是M次
。

假如
,

N > M则在 (4 一 2 ) 式中计算输出的现在值 y。
将需要知道输入值

劣 、 1
。

例如
,

若N = 5和M 二 4 ,

则 y 4 的计算需要包括 、 5
这个值

。

因为实际上这是不可

能的
,

所以一般可以指出
,

一个物理上可实现的数字传递函数
,

它的分子的次数必须小

于或等于分母的次数
。

可以看出
,

数字滤波器的实现基本上涉及到用一个计算装置解一个由这个滤波器数

字传递函数确定的线性差分方程
。

因而
,

执行代数运算的次序和存储中间解答的方法会

影响到滤波器的效率和所得到结果的精度¹
。

一个数字滤波器称为是规范形式的
,

即假

如给定阶数
n ,

它能以最少的加法器
、

乘法器和时延来表示
,

现在来讨论三种典型的滤

波器结构
。

A
.

直接滤波形式

考虑一般二阶数字传递函数

H (二 ) =
a 。十 a 12 一 1 十 a Z之一 2

1 + b 12 一 l + bZ z 一 2 (4一3)

H (z )可以写成H , (习和H Z (z) 两个传递函数的乘积
。

则 ( 4 一 3 ) 式变成

y (z)
% ( z )

1

1+ b 2 2 一 1 + bZ z 一 2

a o + a z z 一 1 + a Z 之一 2

1
(4一 4 )

并且
, 夕 ( z ) = ‘ ( z ) H l ( z ) H Z (二 ) (4一 5 )

规定中间变量附 ( z) = 二 (z) H ; (习 ,

则以常用的表示法

班
。 = 义 。 一 b z

牙
。一 1 一 b Z w 。一2

y 。 = a o w 。+ a l砰
, 一 z + a Zw 卜 2 (4一 6 )

这个一般结果是
,

把 ( 4 一 2 )式的单个差分方程形式变换为两个下述形式的差分方程
,

¹ 效率指的是
,

计算速度和硬件的有效利用
。

这两项成为衡量一个数字滤波器有用性的重要 “标准”
。
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才
。

= x ” 一
艺b‘牙卜‘

N
y
。

= 艺
a ‘
研

”一‘
(4一7 )

图 4 一 2 典型 的循环数字滤波

在图 4 一 2 中给出了 ( 4 一 7 ) 式的图解表示法
。

注意
,

图 4 一 1 和图 4 一 2 在形式上

是相似的
,

在图 4 一 1 中含有重复的延迟单元
。

因此
,

图 4 一 2 是一个规范性的滤波结

构
。

这意味着更有效地使用硬件
。

以图 4 一 1 和图 4 一 2 的形式可以实现任意阶的数字滤波
。

这两种称为直接形式
,

并且它们是最简单的循环滤波器结构
。

然而
,

数值考虑表明
,

直接形式通常仅对低阶滤

波是令人满意的
。

关于数值考虑将在 F 节 D 段更详细的讨论
。

一般的
。

串联形式

阶数字传递函数可以分解为二阶传递 函数的乘积
。

这个结果是

爪
_

.

_ , _ 。

1 司舀
. 子勺 ~ ‘ J , — 1 ‘二~ 矛丫 _ ‘

, —山
乙不了 ~ 、 一 ~ 厂门 上 . 认 i 吞‘ .

认 Z 名‘
J 』 \ ‘ / 一 “ 0 1 1几厂下es 万产一- 气二不一丁气币一

‘二2 1 寸
一

p l喀之 ‘

十 p Z ‘z “

(4 一8 )

这里 m 是 (n 十 1 ) / 2的整数部分
。

注意
,

对于具有复共扼对的极点和零点的H (z)
,

系数
a ‘和日

‘总是实数
。

通过上一节相同的讨论
,

结果差分方程式如以下形式

y l (之) = H
l (z ) 劣 (z )

万卜一} H
,
二z }一}从(;

z

图 4 一 3

{一 月亚二拼

串联形式



助
~

一补

代代
:二 )))

图 4 一 4 并联形式

y Z (之) 二H
Z (z ) y z (之) (4一 9 )

y . (之) 二H , (
二) y。一 z (之)*

图 4 一 3 指出了 (4 一 9 ) 式的图解表示
,

可以看出这是一个二阶滤波器的串联形式
,

并且这个结构有若干重要的特征
。

首先
,

这种结构容易多次复用
。

用一个基本的二阶滤

波器结构和适 当的计时及控制电路
,

就能用时间分配这个二阶结构来实现高阶滤波器
。

在时间序列中对第 m 个子滤波段
,

要提供适当的系数 a ‘,

日
‘。

其次要注意
,

例如H (习在单位园上含有零点
,

在含有一个二阶零点的子滤波 段 中

系数a 。‘
为 l

。

这意味着
,

少做一次乘法
。

上述情况常常在用双线性 Z变换设计带通和带

阻滤波器时发生
。

C
.

并联形式

展开H (z )为二阶项的部分分式则得到第三种典型的数字滤波器
。

这个结果是

H (的 二万。十艺
万
。‘+ 万1 ‘z 一 l

z + 日
1‘二一 ‘ + 日

2 ‘: 一 2 (4一1 0 )

这里石
。 = a 。16。¹

。

( 4 一10 ) 式产生如下形式的差分方程式
,

这个滤波器的结构如图 4 一 4 所示
。

y 。 ( 2 ) 二 百o x ( z )

y l (二 ) == H l ( : ) x ( z )
三 (4一 11)

y 。( 二 ) = H 。 (之 ) ‘ (之 )

夕刀

y (习 = 艺y‘(z )
‘= O

在性能上这种并联形式和串联形式是能相比的
。

根据所包含的代数量
,

可以对两者进行

选择
。

和所用的 Z 变换有关
,

为获得一个最终的滤波器结构的工作量可能是相当大的
,

尤其是对高阶滤波器
。

¹ 另一种是 H (幻 的展开式写为 Z 的 函数而不是 Z
一 1的函 数

。

原文误为夕(: ) 二 月 仍 ( z )夕协 。 : (之)
一

译找



D
.

数值考虑

到现在为止
,

假定数字滤波器系数的计算和这些系数的控制是完全精确的
。

因为这

种情况是不可能的
,

并且数字滤波的输入抽样也仅是模拟信号瞬时值的近似
,

因此实际

的结果可能和理论的结果偏离很大
。

正 如任何其它的数字处理一样
,

所用硬件及计算方法很严重地影响数字滤波器计算

出的
“

答案
”

精度
。

计算机 的有限字长是精度的基本限制
。

由于这个限制而引进的误差

是
:

( 1 ) 滤波器系数的有限精确度; ( 2 ) 输入数据量化 到一个特定的毕特数 , 以及

( 3 ) 乘法和加法中的舍入误差
。

参考文献〔1 〕和〔2 〕严格处理了数字滤波器中的量化

效应
。

其结果概括如下
。

数值问题还能从滤波器的设计开始
。

第 I 节的设计方法涉及 因式分解和部分分式展

开式
。

一般说来
,

它介绍了在 g 域内执行这些运算和对产生的子滤波器数字化
。

虽然双

线性 Z 变换不要求对 S 的多项式进行因式分解
,

但假如这样做了就能得到更好的效果
。

应该避免 Z 的高阶多项式产生和操作
。

尤其是对 Z 的多项式求根可能相当困难
。

因为零

点和极点在 Z 平面中紧密聚集
。

通常认为较高的抽样频率总会产生较好的结果
,

是并不正确的
。

实际上较高的抽样

频率要求较高的计算精度
。

假如抽样频率增加到超过一定限度
,

性能可能恶化
。

在数字滤波器中最关键的数值问题常常是滤波系数的量化
。

这些系数确定滤波器零

点和极点的位置
,

系数的任何扰动引起零点和极点位置的偏移
。

对于高阶滤波器
,

极点通

常聚集在 Z 平面中接近单位园的小范围内
。

这些系数的扰动实际上能使滤波器变得不稳

定
。

而且
,

当用直接滤波结构时
,

极点的位置对于系数的扰动是很灵敏的
。

因此几乎总

是采用并联或串联形式来实现高阶滤波
。

万ea ve
:
等提出了一种确定极点位置对系数扰动

灵敏度界限的程序
。

给定这些界限就能计算出所需要的系数精度
。

输入信号在模数转换中的量化可以作为滤波器的输入噪声来处理
。

也可以把计算单

位中的舍入误差作为噪声来处理
,

但它可能在和所采取的结构有关的不同位置上进入滤

波器
。

在直接和并联形式中由舍入误差引起的量化噪声是简单的相加
。

但是对串联形式 由

于串联系统中的倍增作用
,

舍入误 差可能使工作很不满意
。

利 用如G ol d 和尸ar d er 〔4〕所

建立的噪声模型可以完成各种实施方案的完整分析
。

E
.

硬件的考虑

任何一个按照数字传递函数对信号进行实时计算的装置实质上是一架专用的数字计

算机
。

计算程序或等效地传递函数和实现方案
,

可 以用硬件直接放入计算机
。

输入数据

则是信号抽样和滤波器系数
。

可以预料
,

大规模集成电路将提供一种结构把上述计算机

合并成一个尺寸小
、

成本低
、

可靠性高的标准组件
。

这种标准组件的设计是极困难的
。

现在来讨论几个比较重要的考虑
。

首先考虑选择抽样或钟频率
。

数字滤波器可惜在这方面的要求是自相矛盾的
。

为了

获得陡的截止
,

较窄的带宽
,

深的凹谷等等
,

需要计算时间相当长的高阶滤波函数
。

因

为计算必须在一个信号抽样间隔内完成
,

为了供给较长的时间 T
,

抽样频率必须降低
。



然而
,

当降低了抽样频率
,

由子。。

< 。 。

/ 2关系式必须保持
,

则可用的频谱下降
。

洲竺等二个重要的考虑是计算机字长
。

实时数字滤波的成本和复杂性与必须存储和操作

的毕特数成正比
。

看来减小数算机字长 的成功关键在于导出一种对数值不精确性较不敏

感的新的实施方案
。

因此一般来说
,

最重要的是设计和筹备专用的硬件
,

它们能有效地
、

精确她和尽可

能地执行数字滤波形式 的计算
。

在一个数字滤波器中最需要的计算之一是乘法
。

为了说

明某些数字滤波器特有的逻辑设计 问题
,

在附录 A 中详细地画出了一个二进制串联乘法

器
。

这个乘法器仿照参考〔8 〕中由J ac k s o n
等提出的一般设计

。

F
.

快速付立叶变换 (F F T )

到 目前为止
,

所讨论的实现数字滤波器的方法都涉及到把 了
‘
作为单位延迟标符并

直接从时间域得到一个线性差分方程的解
。

这种方法对于分析正弦输入的数字传递函数

的稳态响应是完全有效的
,

并且已经指出在实时应用中这是很现实 的
。

但是
,

对于复杂滤

波器
,

尤其是对于具有许多项 的非循环滤波
,

乘法和加法数量要得太多
。

在此情况下
,

用快速付应叶变换的高速褶积实现滤波器变得有希望了
。

一个输入序列和一个滤波器脉

冲响应的离散褶积是

肛一 1

夕。
= 习h‘X

”一‘*
(4一1 2 )

这里M是褶积的抽样数
。

当M值很大时
,

用 Z 变换方法计算 ( 4 一 12 ) 式是困难和浪费

时间的
。

另一种方法是 y 。
序列值可以按下述顺序求出

: ( l ) 求出滤波器的输入序列和脉冲

响应的离散付立叶变换 (D F T ) (2 ) 把两个变换相乘
,

和 (3 ) 作这个结果的D F T 反

变换
。

这个过程很类似于在频率域中用连续付立叶变换分析连续时间信号
。

然而要稍多

地涉及到 D F T 理论
。

¹

这个方法的现实性在于用F尸T 技术计算 D F T 的能力
。

参考文献〔4 〕和〔12〕中详细叙述了快速付立叶变换
。

简要地说
,

利用这个事实
,

即在一

定条件下
,

可用迭代法完成这些系数的计算从而节省大量时间
。

一般M 的值 (抽样数)

必然是一个高合成数 (含有许多因素 )
。

当M是一个 2 的幂次
,

则对于普通的褶积F F 丁

的计算次数正比于M lo g ZM
,

而不是M “。

目前需要大的通用计算机
,

执行通过F F T 的高速褶积
。

预料
,

为了实时应用
,

最终

要把这种算法按排进专用的硬件
。

原文误为y 。 二

性
‘

气X , -

一
译 注

.

派
一 O

由于在频率域上两个D F T 的乘积等效在时间域上的循环摺积
,

而不是 “一12) 式指 出的线性褶积
.

尽管如

此
,

上面指 出的一般 结果是正确的
。
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