
在随机介质中柱面扩展波的相干函数
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在文献 [l 】中
,

作者对本课题作了初步分析
。

本文将提出更广泛的论述
,

包 括 推 导相

干函数的适用范围
。

在此所关心的随机介质是弱不均匀的
,

所以只有在传播若干波长距离之

后
,

才会出现随机介质的影响
。

推动这项工作很大程度上是
,

远程 目标要了解声波在海洋中通过远距离的传播
,

在这情

况下
,

湍流和温度梯度将导致折射率起伏
。

在很多情况下
,

有一条占优势的路径
,

在这路径

的初端是球面波
,

但在若干波长之后
,

传播辐射在垂直面上近似于平行的射线束
,

同时在水

平面上柱面扩展
。

为在简易的模型结构上抓住这类传播的重点
,

我们不考虑折射而只考虑在统计上均匀和

各向同性介质中的柱面扩展波
。

这种模型能同平面波传播的相应解相比较
。

可见平面波和柱面扩展波的解有相同的适用

范围
。

求所得柱面波解的适用范围的方法
,

是平面波情况的坦坦尔斯基 【2] 方法的一个自然结

果
。

在下一节中推导相干 函数
。

相 干 函 数

因为本文讨论这样的情况
,

除非传播很多波长以后
,

随机影响是不明显的
。

设往面波由

柱体单频源发射产生
,

其半径
。
满足

舫> > 1
、

( 1 )

这个源向在统计上均匀和各向同性的介质中发射声波
。

在柱坐标系 中的波动方程是
:
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设折射率起伏协的平均值为零
,

以及 产< < 1
,

则

(1 + 拌)1 七 1 + 2 产 ( 3 )

为简便起见
,

假设
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( 4 )

参量 夕 是拆射率的相关半径
。

值得注意的是
,

选用这样的折射率的相关函数形式仅仅是为了

简便
,

因为所用的计算方法
,

对任何均匀的各向同性的相关函数都适用
。
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鉴于上述规定
,

则

功= 功。(p ) 。‘“ t 吞(p
,

价
, : ) 二 叻

. (p )。细 t‘(。
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,

( 5 )

式中 , 表示点 (价
, : )

。

功。(P) et 叫是 ; = 。时波动方程的解
,

故价
。
(P )满足

.

坐韶丝
+

恕
丝 ‘“’‘

。‘“, ‘ 0
’

而 b (p
, : )满足边条件

。

b(。
, s ) = 1

.

把(5 )式和 (6 )式代入 (2 )式
,

得到
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因p k> > 1
,

设
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把(9) 式代入(8) 式
,

得到
( 9 )
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项 澎 b/ 如
2
和 口’b

’

/ 口尸 给方程式(10 )和(1 1) 的解贡献反向散射
。

在此

影响将在下一节中估计
。

定义相干函数为
:

r (p
, s , , s : )三E [b (p

, s : )b
.
(p

, s : ) ]
.

在进行 r 的计算之前
,

探讨 故p , : ) 和 以p , : ) 的一些特性是有利的
。

首先考虑协的协变函数
,

(4) 式可以写成
:

C (p 一 p , , : 一 s,
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, : )产(P
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把它们忽略掉
,
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弃一个表达式内含 (1 4) 式右端函数因子的积分时

传播
, p :

及 p :
会达到大于

a
的数值

,

因而
,

来看将是一陡靓函数
,

如此
,

可作近似如下
:

,
.

可以作如下的简化
。

因为本文讨论远程
e x p [ 一 (p : 一 p : c o s价) ,

/
a , ] 在 p :

或 p :
的尺度
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于是
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而且
,

在远程传播中
,

当水平间隔 p !剥 很大于
a
时

,

相关点之间的角间隔可以很小
。

在间隔很大于
a
时

,

相关函数将降为渐近值
,

这就是以限制于小角度间隔之内
。

所以
,

式变为
:

因为

(1 6 )
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,

(1 6) 式和 (17 )式中所作的近似类似于坦坦尔斯基对平面波用过的情况 【3 1
。

在附录人中
,

我们证明
,

b(p
, : ) 是在

。镇 p ‘镇 p 时 拜(p
‘ ,

约的值所组成的泛函数
。

从 (A 3)

式看出
,

因为 以 p , : ) 是统计均匀和各向同性的
,

所以当 价和
:
作平移时 b( p , : ) 是一个统计

不变量
。

于是
,

r (p
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,
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)
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现在
,

再回到r 的计算
。

注意到 口, b / 口p
Z

和 日Z b
,

/ 口p
Z 已予忽略

,

以 b
寮
(p

, 5 2 ) 乘 (1 0 )式
,

b(p
, s : , 乘(1 1 )式

,

并从 (2 0 )式减去 (1 1 )式
,

得到
:
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带
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.

(p
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.
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(1 9 )式可以写成
:

e x P[ ik中(p ; s : , s : ) ]
·
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.
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(2 0) 式两端乘以
e x P( 一 认。 ) ,

对 p 积分
,

并在所得结果的两端乘以 e x P( i k。 )

Z i kb ( p , s : ) b . ( p , 5 2 ) = Z i k e x P[ ik中 ( p ; s ; , s : ) ]
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在得到 ( 22 )式时
,

用了边界条件
,

b ( 。
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.

(。
, s : ) = i

因p > > a ,

无论是因为 夙P ,

s)

进一步推算之前
,

我“, 总““假定
{:
满足相应的中心极限定理

,

或是因夙 p , : ) 是高斯场
,

在

群( p
了 : ) dp

声

是高斯的
。

此外
,

因 邵( p , : )有陡削的相关函数
,

而 b (p, s ) 仅仅为
。感 p l,

感 p, 时 群( p l, , s )
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寮

(P’
, s : ) 统计无关

。
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,
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鉴子上述考虑
,

在(22 )式两端取数学期望
,

得到
.
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,
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注意(21 )式以及中
, ,
。 2的正态性质

,
(2 6) 式变为

:
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设小角度间隔
,

并利用 (1 7 )式
,

得到
:
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因此
,

相关函数是
:
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下节计算前向散射近似的适用范围
。

1
·
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,
。 : )
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,
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二
、

前向散射近似的适用范围

我们希望估算 (1 0 )式中 口Z b/ 口p
Z
项的重要性

。

以 B (p
, s) 表示(2 0 )式包含 口Z b / 口p

Z
项时

的解
,

则
:
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)
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, : ) + : 、, ; (。

, : )B (。
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.
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假定(3 2) 式能用逐级近似来求解
。

因此
,

可把 B (p
, ‘)展开成微扰级数

。

B (p
, s ) = b(p

, s ) + b , (p
, s ) + ⋯ ( 3 3 )

现在
,

因 b(p
, : )是 (10 )式略去 少即口尸 项时的解

,

代表零级解
,

而 b :

(P
, s )是~ 级格关

,

则
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标记
:

式中

几 (p
, 5 1 , s : )

二 E [B (p
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每
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, s : )]

二 r (p
, s ; , 5 2

) + p , (p
, : , , 5 2 ) + T : (p
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,
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r (p
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, 5 1 )b
.
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, s :

)]
,

r : (p
, s , , s : )三 E [b(p
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, s : )]

,

r (p
, s : , s : )二 r ,

(p
, s : , s , ) + r 李(p

, s , , s : )
.

( 3 6 )

设
:

R = r :
/ I’

.

( 5 7 )

前向散射近似的适用范围可用条件
:

1R I < < l ( 3 5 )

确定
。

以b
.

(p
, : : )乘 (3 4 a )式

,
乙育(p

, s ,
)乘 (3 4 b )式

,

并用推导 (2 2 )式时大致相同的方法
,

得到
:
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,
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在此已经用了边界条件
:

b i (。
, s ) = 0 ( 4 0 )

在进一步推导之前
,

必须假定 以 p , ; )是高斯场
,

因此
,

若 A (川是 群的泛函数
,

则 ‘4]

E [邵(p
,

价
, : )A (拼)] 二 川 dp

,
d价

,
d“
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动
, ‘ )召(p

‘ ,

功
‘ , : ‘)]

x E { [占A (召)] / [占召(夕
‘ ,

功
, , : ‘) ] }

,

( 4 1 )

式中变分导数 占A / 占拌定义如下
。

设 那 的变分 占以 p
,

叻
,

约 除对点 (户
,

叻
,

约 周围 的 很 小 邻 域

次 p ,

叻
,

约之外都为零
。

因此
,

6 A (拜)

6那(p
,

价
, z )

二 11m
△ 今O

达业土亚之二连二卫丝飞
J
△占产(p

,

功
, “ ) d召d价d z J

’ ( 4 2 )

对于变分导数的讨论
,

可参看 【5]

因为 b (p
, : ) 仅仅是

。二拼‘p 时 那(澎
, : ) 的泛函数

,

按变分导数的定义
,

就有
,

6 b(p
, s )

舀产(口
, s )

= 0
, p ,

> p
.

( 43 )

(39 )式两端取数学期望
,

利用(41 )
~

式
、

(43 )式和协的互相关函数的陡削性质
,

以及一联串的

运算
,

得到
:
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式中

斌 犷
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I黑黔]⋯
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}
,

““,

a , (了下/ 2 )
·

户
,

功二劝
: 一 价, ,

之兰 之 i 一 之 , 。

有兴趣的读者可以参看 [ 6 】中对于推导(4 4) 式的详细讨论
。

进一步的计算
,

导得不等式 【61

二 f

_
:
=

,

怕 一万 3 / 2 ,

一
、 , . J _

.

,

一
1- 、 .

一几 l = lr 主 l/ 1

岛 一下一一 气拼
‘
少

’
七

一 u 十 汀、拼
. ‘P 声

‘ 。

! O

因此
,

若

(4 6 )

万 3 , 2 ,

、 。 、 , . , -
, 一

一下下一 叹邵
‘ F 少

,
北

, a 《‘
勺 呜
屯、 1

石

(4 7 a )

和

二 (厕kp )
2

< ( l
,

则前向散射近似是正确的
。

在下节中将柱面波和平面波情况作比较
。

(4 7 b )

三
、

比较柱面波和平面波情况

假定两个点在同样水平面上 (: : 一 : : = 0) 是相关的
,

比较柱面波和平面波情况
。

设功是

点之间的角度
。

这样
,

柱面波相干函数 〔参看 ( 2 7 ) 式 〕是

及 ‘“
,
‘,

一
p

{
一亿矛‘

2 、2 , 卜
一

穿
· e r f(d/ a )

(d /a’) 1} ( 4 8 )

d “p功
。

对于平面波的情况
,

无柱面扩展
,

并假定平面波在介质中直线传播
。

坦坦尔斯基 【7 1

H uf n a g e l 和 st
a n le y 【8 】已对平面波相关函数作过计算

。

假定折射率的相关函数是(4) 式
,

相应的平面波相关函数是
:

I’ ,
(p

,
d ) = ex p { 一亿万云

2 k Z p a [ 1 一 e x p (d Z
/
a Z )] }

.

( 49 )

设

占. 亿不不
Z kZ p a ,

x 二 d /
a 。

( 5 0 )

图 l 和图 2 是 占己 0
.

2
,

1
, 3 时 r 对 x 的变化

,

可见 re 和 几 之 间的差异随 6 的增大而

变得更显著
。

坦坦尔斯基 【2] 得到了对于 一 阶相干函数的表示式 几
。

倘若在这个公式中利用上述相干函数
,

则对于平面波前向散射解的适用条件是
:

- . 一
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平面波相干函数对照 (占= 3)
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(尸P) 祛‘a < < 1
,

二 (再
2 kp )含( < 1

.

这些条件与柱面波情况下的条件是相同的
。

附录A 。 b( p , : )对 拌 的依赖关系

由(1 0 )式略去口
Z b归p ; ,

2云k[口b(p
, s )/ 口p ] + 』(p )b(p

, s ) + 2无2 尸(p
, s)b(p

, s) 二 o
,

和边界条件
:

b(‘
, s )二 1

。



方程式(A l) 有形式介
:

, (。
, : ) = 。x pr轰厂

刁(。
‘
)、p , 、 *。【

“ ; (。
, , : )‘p

,

1
L 石 几J 云 J 云 J

( A 3 )

(A 3) 式右端是一个积分算符
,

向右作用到常数 1上
。

如果写

A 兰

B 兰 i

缸:
刁(。,

,‘p
· ,

“

J:
; (p , , ·)‘。, ,

( A 4 )

则可以由表示式
:

e x P (A + B ) 二 (A + B )
.

l +
(A Z + A B + B A + B Z )

2 !

)
·

“
’

”
‘

“

·

1 +
. , .

⋯

= B +

(
A B + B Z

2 I
(A S )

来估算
e x p (A + B )

。

注意到 A 和 B 不能互换
,

因此
,

解 (A S) 式比它表面所看到的要难
。

在任何情况下
,

(A 3) 式表明 b( p 1 : ) 仅为
。三 p 尹

三 p 时的 川 p 户 , : ) 值所确定
。
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