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New 眼
n 和 T h o r

son 最近提出并研究了一种新方法
,

用这种方法能够快速而且有效地解出与线性二阶

微分方程相联系的本征值问题
。

这里介绍把这种方法应用于水声学中感兴趣的问题的一些结果
.
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关于给出海洋中声传播模型
,

现在有四种基本方法
:

射线理论
,
抛物线方程方法

,

简正

波模型
,

以及快速声场程序 (FF P )
。

所有这四种方法都与求解标量 瓜lm bo t :
方程
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有关
,

式中 。 为介质中的声速
;
功( r )为速度势

,

它与质点速度的关系为

u 二 一 △功

与声压的关系为

P = + io p功 ( 3 )

p 为介质密度
, 。为声源的角频率

。

我们知道
,

上面所列举的每一种方法无论在理论上还是在实际上对于计算的速度和精度

都是有限制的
。

譬如
,

在简正波和 FF P 方法 中
,

都取柱座标
,

速度势表为

* (r
,

一) 一

{:
d 入入Z

。

(入·)“(

一
入,

,

、‘,

其中 Z
。

(入r) 为零阶柱 B e阳el 函数 (其形式取决于在渐近距离上所加的边界条件)
,
入为传播常

数
,

Z
:

为声源深度
,

G ree n 函数 O(z , z 。 , 入)满足
z
向分离的波动方程
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在简正波方法中
,

方程(4) 得到下列形式的表达式
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其中 N
。

可 以有效地看成归一化常数
,

而 场 则为方程(5) 的齐次型即

d
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/血
2 + (o,
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的解
,
入
。

一般为
一

复常数
。

虽然在有坡度的海底以及 (或者 ) 在允许水平方 向存在声速剖面

变化的情况下难以应用简正波方法
,

但是它并役有固有的限制
。

然而
,

实际上它通常限于浅

海或表面声道传播的远程情况 以及深海低频的情况
。

其理由是对于某些应用必须计算大量的

简正波
,

从而要求过多的计算机时间
。

在 r 卫P 方法
2
中

,
B闺阳1 函数 Z

。

L入r) 为其渐近形式所

代替
,

用快速 更b肚ier 变换方法完成方程 (4) 的直接的数值积分
。

已经知道这种方法得到的结

果与用简正波模型的结果基本一致
“,

其计算速度与为确定用作方程(4) 的核的 G 水犯. 函数的

大量计算时间差不多
4 。

下面我们报导有关一种新方法的工作
,

用这种新方法可望提高计算速度
,

从而有可能 广

泛地应用基于波动方程求数值积分的各种方法
。

这里提供一些简正波模型方面的结果
,

这些

结果是直接应用 N e w m a n 和 T ho r

son 最近所研究的方法
“

(今后称为 N T) 得到的
,

他们两人曾

把这种方法应用于非相对论的 S ohr 6 di ng er 方程
。

此方法是以方程(7 )的指数形式的解的存在
,

裤中丽殆致函数是平滑
、

缓变且非振荡的为基础的
。

在指数中所出现的那些函数满足 R io、‘

方程
,

可以用迭代方法在渐近的范围中产生
。

给定了由迭代得到的初始条件
,

就可以把 R ic ca七i

方程积分
,

得到整个范围的解
。

这里的 R ic cat i 方程是一阶的
,

而不是象波动方程的情 况 下

是二阶的
。

只要在 W K B 近似有意义的时候这种方法一般总是适用的
,

而且它保留 W K B 近

似通过积分允许在返转点之前甚至通过返转点的解的连续性的所有概念上的简化
。

一

l, 、

本报告以下分成四部分
。

为了完整和表示方面的必要性
,

我们把关于 N T 方法应用于
z

向分离变量的波动方程的讨论包括在第 I部分中
。

在第 n 部分中
,

我们通过研究 对 于 有 关

水声学的间题的一些简单应用来说明这种方法的某些性质
:

这些间题是 sto ke 方程的解和抛

物线剖面的本征值和本征函数的计算
。

在第 l 部分给出关于表面声道情况的传播 损 失 的 结

果
,

第W 部分以一个总结和对于结果的讨论作为结束
。

I
.

NT 方 法

我们将沿用 N T 的基本表示方法
,

假定声速只是深度
:
的函数

,

定义实函数

k Z (z ) = 。
2

/ 。
2 一 入2

( 8 )

所以方程 (7 )可以写成 dZ u /七
2 + k Z

(
: )u (:

,
入) ~ 0 ( 9 )

这是任何线性二阶微分方程可以化简成的典则型
“。

不失一般性
,

我们也将限于讨论 自然地

归结为 S e址扭li ng er 形式 r (幻 二 E 一 V (z) (10)

的那些剖面
,

在 (1 0) 式中 E 为能量
,

V (z) 为势
。

对于方程 (的有两种重要的情况
,

它们相应

于 k
Z

(幻> O 和 k Z (幻 < 0 的分别被称为容许区和禁区的两种
:
的区域

。

N T 方法的中心思想是认识到方程 (9) 有两个本质上是复的具有指数形式的特解的存在
,

对于这两个解
,

指数函数具有这样的重要性质
:

随着由势的变化所控制的空间变化它们是平

滑的和非振荡的
。

因为这种平滑性
,

就允许以很高的计算速度来计算它们
。

为了说明这些函数的结构
,

我们集中研究容许区并假定方程(9) 的解具有下列形式
:
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其中
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,
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是任意点
。

当把两个
a
取为常数时

,

(1 1) 式就是两个W K B 形式的线性

组合
。

将 (1 1) 式代入方程 (9) 并进行参数变换
,
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其中 k
‘

(幻表示 k 对
!
的导数

。

到这一步
,

我们只是把原来的问题变成解
“ 的问题

。

解题的标准方法是用首先把两个方程进行积分然后再迭代的办法使两个
。 :钩方程成为不

对偶的
? 。

在 N T 方法中
,

则采用一种不同的独特的步骤
。

这种方法引入一对辅助函数价
士
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来使两个方程去偶
。
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、

慢变的
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把(15 )式代入(1 4 )式
,

得到
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以及一对非结摊主的 R ic咖i方程
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把方程(1 6) 积分并代入 (1 1 )
,

经过一些直接的代数运算后得到两个线性独立解
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对于容许区 〔k
Z

(幻 > O」
,

这两 个解具有下列性质
:
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在这个时候应当强调
,

至今没有作过明显的近似
。

在 (18 ) 式中的解的形式是精确的
,

当然
,

这是以人 (幻 的存在为条件的
。

在禁区〔k
Z

〕(幻< 叼中可 以推导出完全类似于 (1 8) 式的两个解的形式
。
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其中
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方程 (2 0) 是用假定下列形式的实解的办法来解的
:

在这种情况下
,
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用与前面相同的方法
,

我们得到禁区中的两个线性独立解
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以及 诱(幼都是实 的
。

当然
,

可以从一开始就假定等价于 (1 8) 式和 (2 3 ) 式的那种解
。

把 (18 )代入 (9)
,

得到

丑ic c a七i方程
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类似地
,

把(2 3)代入 (2 0)
,

得到

Q二(
z )一 士 {K

Z

(: ) 一 Q夏(
z )} (2 7 )

这两种方法是等价的
,

因为分别把 (1 9)和 (2 4) 代入(2 6) 和 (2 7) 只是重新产生方程 (IT) 和(2 5 )

的关于 叻和 功的 R 10服ti 方程
。

当然
,

辅助函数价和 功的引入并不保证它们的存在
。

但是
,

N T 发现
,

这两个函数可 以

在对方程 (9) 的解的 W K B 近似有望是好的那些范围内用迭代方法来产生
。

特别是如果 中
+

是小且慢变的话
,
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,
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所确定或者不在 k (z) 快变的点上即可
。

N T 方法不是简单地在方程(1 7) 的右边引入 (2 8) 并导

出逐次迭代
,

而是引进一种要求每个近似都满足 R lcCa 七i 方程的线性化方法
。

按照 N T 的表
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其中 x , (z) 是待定的
,

便可得到下一个近似
。

把(3 5) 式代入 (3的式
,
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按这种方式进行下去
,

经过较高阶的迭代
,

得到关于币的一个 。 的级数表达式
:
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而每一个 “ , 都 是用 j一 1 阶来确定的
。

为了有效地

利用计算机
,

把迭代方案按这种方式用公式写 出来

便允许利用助ibn i七: 规则
。

我们也注意到方程 (2 6)

和(2 7) 可 以象在 W K B 方 法中那样直接地迭代
。

一

般来说
,

这种方法更精确一些
,

但是收敛的比较慢

(参考文献 5)
。

对于在这里所考虑的所有应用
,

在

容许区中我们都用 a 级数迭代而在禁区中则用方程

(2 7) 的直接迭代
。

我们通过给出将禁区解的线性组合与返转点上

的容许区解连接起来的所谓连接公式来 结束这 一

节
。

这对于阐明这种方法在下面接着要考虑的边值

间题上的应用是有用的
。

让我们来研究图 1 ,

这张图表示在
z = a

有 一 返

转点的
“

任意
”
k

Z

(叼 的图形
。

在返转点的左边为容

l

图 1
.
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“
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, ,

k奢
: 》
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,
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其解可写成(18) 式的解的线性组合
,

即在
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在写 (4 3 )式时
,

我们假定为了得到 q *

(a) 在某些 活<
。
上方程 (1 7 ) 已经用迭代方法解出

,

并且

已经通过将方程(1 9) 和 (26 ) 进行数值积分的办法构造了一个 q
士

(动
。

类似地
,

在返转点右方

的解可以写成(23 )式形式的线性组合
,

即在
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在写 (4 4) 式时
,

我们假定为了得到 Q
士

(叼已经利用 (24 )
,

(25) 和 (2T ) 完成了一个类似的迭

代
一

积分程序
。

用要求 (4 3 )
,

(44 )式及它们的微商在返转点上连续的办法得到连接公式
。

由这些要求我

们得到
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利用这些方程我们可用 A
:

和 B
。
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l

和 B
, 。
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这就是两个连接公式

。

在容许区和禁区与图 1 所示情况相反的情况下
,

只要将 (4 3) 式和 (4 4)

式作重新的意义
,

同(5 1) 和 (5 2) 式相同的关系也成立
。

n
.

对于方法的几点说明

在这一节中我们来更清楚地说明刚才所给出的那套公式及其对于在水声学中感兴趣的边

值问题的应 用
。

这一节分成两部分
:

(A ) Sto ke 方程的解和 (B )有限抛物线波导的简正波函

数
。

1
.

S to k e 方程的解

正如大家所周知的
,

St o
ke 方程

d
Zu /血

2 + : u (
:
) = o (6 3 )

在水声学中经常出现
。

方程 (5 3) 有两个线性独立解
,

这两个解都可表成好多种形式
。

根据我

们的需要
,

我们将把普遍的线性组合写成
u (

: )二 A h
l

(: ) + B h
:

(: ) (5 4)

其中 A 和 B 都是常数
,

h , (z )和h
Z

(幻 (复函数)是三分之一阶修正的 H时正e l 函数
。。

为了说明这个适用于得到 队
。
ke 方程的解 的方法

,

我们来考虑(18 )式中的 + 解形式
,

即

U · (·)一exv [
‘

{:
。

“
,
q· (一 ,
」 (5 5 )

其中
z 。
为容许区中心任意点

。

第一步是通过 (4 2) 式在
z 。

点将 功
*

R iooat i方程进行迭代并利

用 (1 9) 式来得到 q+( % ) 的初始值
。

给定了这个和 u *

(幻的边界条件后
,

就对方程 (2 6)作数

值积分 以得到所有点的 u *
(z)

。

不象 W K B 近似那样
,

现在在返转点之前和通过返转点时将

方程(2的积分毫无困难
。

’

这种方法的可用性要求为求出 价
、 (: )所作的方程 (1钓的迭代以足够的数值精度以收敛

。

正如前面所提到 的
,

价迭代的收敛在很大程度上依赖于接近返转点的程度
。

作为对此的图解说

明
,

我们在表 1 中给出了由 (4 2 )式得到的部分和 (即。。, 二。 十 a , , “。 + “ 1 + 内
,
⋯)这是在

: 二 2 0,
, “ 6 和 , = 2 点上 人 Ri

“

Oat i 方程 15 次迭代所得的结果
。

左边的一列是 价
+

的实部
,

右边的

一列是 价
*

的虚部
,

而由 (19) 式确定的 q +( 幻则列在诸部分和的下面
。

在
二= 20

,

实部收敛于



表 1
.

S to ke 方程一代数级数部分和

(a ) 么= 2 0 R e (协
+
) Im (价

+ )

0
.

0 一 1
.

3 9 7 5 4 2 4 8 5 98 7 3 69 只 1 0
一 3

一 1
.

17 1 8 7 9 5 7 7 6 5 4 60 1 X 1 0一 5 一 1
.

3 9 7 5 4 5 2 1 5 5 2 3 19 9 火 1 0 一 3

一 1
.

1 7 18 8 65 5 3 5 46 4 0 2 X 1 0一 s 一 1
.

39 7 3 4 8 6 83 6 16 08 8 X 1 0 一 3

一 1
.

1 7 13 92 04 63 89 03 9 X 10 一昌 一 1
.

39 7 3 4 8 6 8 13 13 4 9 9 X 1 0 一 s

一 1
.

17 1 3 92 03 67 36 4 7 0 X 10一 5 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 7 1 4 2 0 7 2 火 1 0 一 3

一 1
.

17 1 3 92 7 3 20 0 8 1 5 7 X 1 0一5 一 1
.

3 97 34 8 8 4 7 1 4 6 9 28 X 1 0一 :

一 1
.

1 7 13 92 73 20 36 65 3 X 10一 5 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 0 7 9 7 1 17 X 10 一‘

一 1
.

17 13 92 72 99 83 3 1 9 X 10一 5 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 6 7 9 7 0 98 X 1 0 一‘

一 1
.

17 1 3 92 7 2 99 83 17 5 X 1 0一 , 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 6 7 984 7 6 火 1 0 一吕

一 1 : 1 7 13 92 7 2 99 5 3 5 7 1 X 1 0一 5 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 6 7 9 84 7 6 火 1 0 一‘

一 1
.

17 13 9 27 299 9 35 7 2 火 10 一 5 一 1
.

3 97 34 88 46 7 9 84 67 X 1 0 一‘

一 1
.

1 7 13 9 2 7 299 9 34 92 X 1 0 一‘ 一 1
.

3 97 34 88 4 6 7 9 8 4 67 火 1 0 一‘

一 1
.

1 7 139 2 7 2 9 99 34 92 X 10 一 , 一 1
.

39 7 3 4 8 8 4 6 7 9 8 4 67 火 1 0 一‘

一 1
.

1 7 1 39 27 29 99 3 4 9 2 x 1 0一 5 一 1
.

3 97 34 884 6 7 9 8 4 6 7 X 1 0 一s

一 1
,

17 13 92 7 2 99 9 3 4 9 3 X 10 一 5

一 1
.

3 97 34 88 4 6 7 9 8 4 6 7 火 10 一 3

q +
(z = 2 0 )4

.

4 7 22 2 32 63 7 5 77 2 2 + il
.

2 4 9s 5 3 6 4 4 6 6 2 9 o s x lo
一 2

(b ) z 一 6

0
.

0 一8
.

5 0 5 17 27 17 99 7 14 5 K 1 0 一吕

一 4
.

3 4 0 90 5 8 023 4 4 08 7 X 1 0 - . 一 8
.

5 0 5 7 8 8 0 5 3 8 9 0 5 0 3 丫 1 0一 压

一 4
.

3 4 1 8 4 4 8 3 8 8 6 9 3 1 0 x l0 一弓
.

一 8
.

4 6 1 4 6 9 4 4 3 2 3 3 至7 6 火 10 一 3

一 4
.

2 7 3 96 5 ()5 4 4 5 02 4 6 义 10 一 4 一 8
.

4 6 1 4 5 ; :3 6 8 5 7 8 6 5 6 义 1 0 一吕

一 4
.

2 7 39 1 66 33 4 8 69 1 5 x 10 一令 一 8
.

4 62 83 6 3 〔飞0 3 6 1 3 6 以 1 0 一吕

一 4
.

2 7 7 4 5 6 8 6 4 2 9 1 6 2 2 又 10
一 喀 一 8

.

竣6 2 8 3 8 2 7 4 ! 0 7 3 6 7 火 10 一 J

一 4
.

2 7 7 4 6 2 0 9 2 7 80 96 6 K 10
’ 一 4

一8
.

4 6 2 7 2 9 7 7 8 8 7 5 7 7 0 X 10 一‘

一 4
.

2 7 7 0 7 4 12 6 1 8 67 4 2 火 10 - .

一8
.

4 6 2 7 2 9 5 6 7 6 7 1 2 4 1 )< 10
一 ,

一 4
.

27 70 7 3 1 5 5 7 97 3 5 6 X 1 0 一‘ 一8
.

4 6 2 7 4 5 4 2 5 0 4 4 5 2 3 只 1 0 一‘

一 4
.

27 7 14 6 0 8 6 5 7 6 0 2 4 X ! O一
‘

一 8
.

4 6 2 7 4 5
‘
盛7 3 7 88 7 0 1 X 1 0 一 3

一 4
.

2 7 7 14 6 3 5 7 3 2 8 4 8 5 X IO
一 ‘

一 8
.

4 6 2 7 4 17 4 6 连8 1 2 9 7 X I0 一 3

一 4
.

2 7 7 1 25 4 000 1 303 8 X 1 0 一‘ 一 8
.

4 6 2 7 4 1 7 3 0 0 9 ll l5 X 1 0一 3

一 4
.

2 7 7 1 2 5 29 26 3 4 5 2 4 X 10
一 ‘ 一 8

.

4 6 2 7 4 3 0 1 5 7 5 5 6 4 8 只 1 0 一 ‘

一 4
.

2 7 7 1 33 83 8 2 7 1 07 7 X IO一
4

一 8
.

4 6 2 7 4 3 0 2 33 2 3 6 4 3 丫 1 0一 3

一 4
.

2 7 7 1 3 38 95 3 5 7 9 0 3 X 1 0 一 d
一 5

.

4 6 2 7 4 2 4 1巧2 5 5 9 8 >( 1 0 一 ,

q ,

(名 = 6 ) = 2
.

4 5 J2 34 7 17 9 4 l l7 7 + 14
.

! 4 9 1 3 1 5 1 32 0 0 4 3 2 太 1 0
一

‘

:

(e ) 么= 2

0
.

0 一 4
.

5 9 0 4 7 9 9 6 1 79 1 2 4 0 丫 1 0 一 2

一 1
.

2 69 7 0 1 5 3 5 4 92 39 2 x 1 0 巴 一 4
.

6 00 19 4 更9 4 2 18 1 2 9 火 1 0 一 2

一 1
.

2 7 6 9 69 8 17 8 7 33 7 8 X 1 0
一 2

一 3
.

8 9 4 0 7 8 5 5 4 5 4 6 4 4 O X 1 0一 泣

一 1
.

86 (, 2 6 8 383 38 0 3 8 7 x 1 0
一 、

一 3
.

8 8 7 3 7 7 4 7 8 6 7 8 5 1 4 义 1 0 一
2

一 6
.

7 8 3 96 1 0 4 7 8 3 1 6 8 4 X 1 0 一不 一
,

渔
.

5 4 9 0 7 6 5 4 6 3 8 3 4 3 6 只 1 0 一 2

一 1
.

6C83 32 2 1 03 5 07 3 8 x l0
一 2

一 4
.

5 5 8 93 8 7 3 9 5 4 5 1 7 9 X 10 一
2

一 1
.

62 0 03 9 89 98 9 1 32 8 丫 { 0 一
2

一 2
.

9 8 4 6 1 3 7 6 9 2 3 5 3 0 4 火 1 0 一 ,

一 1
.

4 9 5 6 2 3 6 1 5 3 8 7 7 2 1 X 1 0一
2

一 2
.

9 7 8 7 8 3 5 5 8 3 7 5 9 0 4 X 1 0 一
2

一 1
.

47 35 8 8 2 2 7 8 13 2 7 1 X 1 0 一 ,
一 1

.

0 0 3 83 8 9 84 2 4 7 1 9 0 )( 1 0 一 1

一 1
.

66 5 5 8 4 65 60 94 7 3 2 X 10 一 ’ 一 9
.

9 097 4 5 6 04 7 682L6 0 火 1 0 一
2

一 1
.

5 26 29 90 34 27 4 03 0 X 10 一 1 4
.

2 2 9 3 6 19 5 9 9 5 8 5 3 3 X 1 0一
1

1
.

4 3 62 5 4 3 4 5 6 999 62 X 1 0 一 0 3
.

1 9 9 14 0 1 4 8 3 84 4 9 5 义 1 0 一 ,

」 5 3 4 3 3 29 1 2 9 2 9 4 0 5 X 10 - . 一 4
.

7 09 6 9 3 0 8 1 0 8 6 3 5 9 X IO一 0

一 2
.

5 1 7 39 5 34 2 99 2 2 6 7 X 1 0 一 1 一 1
.

5 7 3 2 2 13 5 0 63 8 8 17 火 1 0一 1

4
.

9 9 1 5 6 86 5 7 198 6 3 7 X 10 一 1 3
.

5 9 4 7 7 8 0 8 65 4 0 7 1 9 X 1 0 一 1

q +
(么 ~ 2) = 一 1

.

3 59 8 1 84 4 9 0 1 7 54 8 一 12
.

5 8 4 4 4 6 11 29 94 7 1 0 火 1 0 一只



1 5 位
,

虚部收敛于 16 位
。

当达到
z 二 O 的返转点时

,

收敛情况变坏
。

在
: 二 6 ,

对于实部和虚

部都只收敛于 6 位
。

最后
,

在 z = 2 附近
,

级数发散
。

在禁 区
,

类似的结果也成立
。

在一种有利的情况下关于此方法的精度的说明示于表 2
,

在表中把 Re (hl )的精确值与通

过积分得到的 u + 的实部作了比较
。

这些结果是这样得到的
:

把 u 固定于其在
z “ 6 的已知值

(边界条件 )
,

用以迭代方法得到的 q
,

的值 〔表 1 (b )〕作为初始条件
,

数值积分 (四阶 R m 嗯e‘

K ut ta 算法 )通过返转点进入禁区直到
: = 一 6

。

}Z !( 6 的区域相当于参考文献 8 的表列范围
,

在所考虑的整个范围上符合到七位
。

利用复数共扼函数 u 一 (: )来算
,

对于虚部和 h : (: )的结构

发现有类似的结果
。

衰 2
.

R e (h
;

)的精确解和 N T 解

精确的 R e (h
,

) N T R e (h
工
)

6
.

0

4
.

0

2
.

0

0

一 2
.

0

一 4
.

0

一 6
.

0

一 0
.

3 203 1 85 8

一 0
.

3 88 8 1 62 7

0
.

6 09 9 126 2

0
.

0 000 0 0 0 0

一 2
.

4 4 93 8 6 7 2

一 63
,

4 3 2 65 7 54

一 4 9 4 5
.

1 0 1 7 1 3 5 0

一 0
.

3 20 3 1习5 8 0 7 9 7

一 0
.

8 38 8 1 6 2 638 99

0
.

6 09 9 1 2 6 10 5 5 1

1
.

22 029 9 1 llS9 X 10一 a

一 2
.

4 4 938 6 66 889

一 63
,

43 26 5 7 4 1 8 1

一 4 94 5
.

10 1 6 93 9 1

图 2
.

辅助函数 中
十

作为离开返转点的距离的函数的性质



为了表明辅助函数平滑和慢变的性质
,

在 图 2 中我们给出了在容许 区 中 R e (价
+

) 和 Im

(娇
, ) 的幅度作为

!
的函数的结果

。

当达到在
z = 0 的返转点时

,

两个函数都迅速变大而远离

返转点时情况则相反
。

两条曲线都没有延伸到 1
2
}《 2 的区域中

,

因为在这个区域中它们的符

号和幅度都迅速地变化
,
这是迭代的收敛性破坏的证明

。

当然
,

具有头等重要性的变量是用

功
+
构造起来的那些变量

。

对于容许区
,

感兴趣的变量是 q 士

(z)
,

这在 (1 8) 式 中明确地显示出

来
。

图 3 表示根据 (1 9) 式构造起来的 q + (z) 的实部 ( x 10
2

) 和虚部作为距返转点的距离的函

4.03.O,01减

呼 5 已 7 日 9 10 1! 12 13 14 15 16 .7 ‘8 旧 生O

图 3
.

q 十作为距这转点的距离的函数的性质

数
。

两个变量在远离返转点时的慢变性质是相当明显的
,

特别是实部
。

两个解的共同性质也

表现了出来
:

q 。(z ) ) k (z ) (5 6 )

q工(z ) = q孟/ Zq
二 (5了)

诚然
,

对于所研究的方程
,

qR(
: )不能 区别于 矛

,

除了在接近返转点的区域中 (矛 的外推曲线

用虚线表示)
。

在所画的区域中
,

如所预料的那样
, q 工(z )二 1 / 42 二k

,

/2 k
。

2
.

有限抛物钱波导

这一节是有关由抛物线声速剖面所确定的本征值 问题
。

在三个深度 范 围 (R
l ,

R
:

和R
3

)

内确定的声速剖面为

R
, : 一 co <

z ( z , , 1 / e
Z

(z ) = 1 / e若

R
。 : Z , 簇 Z 簇 Z : , 1 /

e Z

(: ) = 1/《一 a Z

(: 一 z a

)
,

R
3 : 2 2

簇Z
< co

, 1 /
c ,

(Z ) = 1 / e全 } (5 8 )

其中
。。为一参考声速

, 。。 为在波导轴上的声速
, : ; , : : 和 a 确定波导的宽度

。

对此情况
,

对于低于阱的顶端的任何正能量都有两个返转点
z L

和 z R (左和右 )
。

在容许

区(z
L 气二簇、) 中

,

可以把解写成 (18) 式中的指数形式
一

的线性组合
。

因为深度范围在两个方



向上都是不受限制的
,

所以我们必须把容许区的解与具有(2 3) 式形式的指数衰减的禁区解在

每个返转点上连接起来
。

在左禁区 一 co <
: 《阮 中

,

解的合适形式为

U 、(·)一 A IOX P

[!:
L

由
‘

Q一
‘

,
」 (5 9 )

在禁区纯 ( :
< co 中

,

指数衰减的解为

U 3

(·) 一B
3 O X p

[
一

{:
_

d 一Q
一

‘一 )
」 (6 0)

为了把两个解在左返转点上连接起来
,

我们把容许 区的解写成

、(·)一 A
, 。·P

[
‘

{:
L

“
,

q ·

(一 ,
〕
· B

O

ex P

[
一 ‘

{:
;

ds
’q 一 (·”〕 (6 1)

要求在左返转点上 (5 9) 和(6 1) 的对数微商连续
,

便得到

�、产刀、.产‘勺心d介0nD了、护、‘
A

Z
一

专
A

lse 。
(“

· )ex P ( 一 ‘“·)

几 一

音
A lse 。

(。
· )二P( i。; )

于是 (61 )变成

u :
(
: ) = A

l

sec (, 二 )厂掣煞〕刁
“ ,

, 厂!
’

dz
,

q 二 (
: ,

) 一。
;

〕
L q B 又乙 ) J L J , L J

其中

t a n (夕L ) =
q : ( z L ) + Q

+ ( z L 、

q二 (: L )

(6 4 )

( 6 5 )

同时用了( ST) 式
。

为 了把 (60 ) 的解连接起来
,

我们把容许区的解写成

* ‘·, 一 凡二p

〔
,

{几
d 一q

·

(·
’

小瓦
。·p

[
一 ,

仁
,

dz
’
q
一

(·
‘

,
]

( 6 6 )

得到类似于 (6 4) 式的

珑 ( z )
一 B

3
se 。(。

R ){绍黔)
“’

。){{ az
,

q R (一 ) + , B

}
’

( 6 7 )

一 1 。 、 一 / - 一 ‘ . R 一

夕B 定义为

协n (夕R ) =
Q 一 ( : 二 ) 一 q : ( : R )

q 二 (乞a ) ( 6 8 )

在内部的点
_

匕 ( 6 4 )式和 ( 6 7) 式至多有一常数不同
。

按照著名的理论
’。,

这要求

f
吕a , ,

l 血 马且 仁Z’ ) = n 皿 + 以L 十 口R

其中 n 二 O ,
1

,
2.

· ·

⋯
。

因此
,

量

(6 9 )

s (E , 一

备〔{::
d一q · (·” 一 “一“·

〕 ( 7 0 )

在本征值上将是整数
。

( 6 9) 式的本征值关系和 ( 6 4) 与 (67 )在右返转点上匹配的要求给出
u Z ( : ) 一 ( 一 ; )

·。ec 、。; )「粤‘字1
‘, , co 。

「!
’

。
,

二 (:
,

) 一 。
;

〕
‘ 城政 戈汤夕J 二 ‘ J 气 J

( 7 1 )



作为容许区中的解
,

而相应的(一 1)
,

因子被理解为用以连接禁区解
。

作为比较
,

我们抄下著

名的
1 1

对于无限波导成立的容许区解和本征值表达式
:

功
n

(z )一掣黑至共骤粤
e x P
「
一

二望鲜票
二丛兰飞

、 H
n

〔(。。)
1 , 2

(: 一 : 。

): (7 2 )

J 几 n L 火乙孟二 个 l / J

“
J

和

E
n
= QJ a (Zn + 1)

,

(n 二 0
, 1 ,

2⋯ ) (7 3 )

H
。

为 H er m ite 多项式
。

(7 2) 式被归一化使得在返转点幅度为 1 ,

这相应于 (7 1) 式 的归一化
。

在 Z
,

和 Z : 以外的禁区中
,

存限波导的精确解都是普通的实指数形式
。

因为 8 (E )是能量的慢变
1 2

(单调增加的)函数
,

故可 以对于占据 了有待于确定的那些本征

值的值域的选定数目的输入能量水平 E i (i一 1 ,
2

,
⋯

,
N )求它的值

,

用内插法得到那些能量值
,

因为 E ,
是整数的

。

几种方法都是可能的
。

N T 用有理多项式拟合
,

我们研究了三次样条拟合

(c u b i踢禅加 fit )
。

一般来说
,

样条方法不象多项式方法那样有用
。

理 由是因为在某些场合 需

要外推到输入能量的范围以外 (见下而 )
。

显然
,

两种方法都提供大量简正波的快速计算
。

作为例子
,

对于 10 0 赫频率的势 (:
1
= 1 公里

, z :
= 3 公里

, z 。

= 2 公里
, c 。= 1、55 公里 /秒

,

ca = l
·

5 25 公里 /秒 )示于图 4 。

能量(弧动
甲

扣伙旧
’

浮度(导扣

图 4
.

有限抛物线波导的势

在计算本征值时
,

用了由占据 1 x 1 0
”

到 5
.

25
x 1 0

”

(rad /公里 )
2

范围的九个等间{隔的能
:

量构

成的输入能量谱
。

Q 的 R ice 漪i 方程在
z = O 和 z = 4 公里处进行迭代

,

而 “ 级数在
z 一 2 ‘公里

处进行迭代
。

然后用数值积分来计算 (7 0) 式 中的 8 (E )的值
,

在这种情况下 S( 卫)与 E 的关系

是线性的
。

在 10 秒钟的 CPU (中心处理机) 时间内确定了 37 个波导简正波
。

.

之表 3 中我们

给出了分别由多项式内插和 由(了3) 式得到的选定个数的本征值
。

在阱的顶端附近
,

两个表达式之间在预期的误差下 符合得 非常 一 致
。

对 于在 n = a
‘

到
n = 20 范围内的各号简正波

,

(了3 )式和多项式内插法之间符合到十位
,

而用外推到输入谱范围

之外的方法得到的 n 一 0 到 n 一 6 的较低号简正波
,

至少符合到七位
。

关于本征值能够外推的

特性是这个方法的一个重要部分
,

因为对于最低号简正波
, “ 级数在另二 O处收敛

,
而在输入



裹 3
.

对于抛物线波导 (F 一 1 00 赫 )的选定的本征值

E
n

(N T ) E
。

〔= 。a (Zn + 1 )1

12

14

7
.

3 7 00 5 7 8 8 1 33 00 24 X 10 i

3
.

68 5 0 2 8 88 0 1 7 1 96 1 X 1 0
2

6
.

6 33 05 1 9 7 5 804 5 5 3 X 10
2

9
.

5 8 1 07 5 0 7 4 0 1 7 0 3 7 X 1 0
2

1
.

2 5 2 9 0 9 8 1 7 3 7 7 32 3 X 10吕

1
.

5 4 7 7 1 2 12 7 4 1 0 1 19 X 10吕

1
.

8 4 2 5 14 4 3 7 4 2 5 09 5 只 10吕

2
.

13 73 16 7 4 7 3 94 9 6 5 X 10吕

2
.

4 3 2 1 1 9 05 7 3 7 0 6 68 X 10 3

2
.

7 2 69 2 1 36 7 4 6 7 8 2 2 X 1 0吕

3
.

0 2 1 7 2 36 7 7 5 234 2 3 X 1 0‘

3
.

3 16 52 59 84 7 8 7 07 8 X 1 0吕

3
.

6 1 1 3 28 26 8 5 36 39 2 X 10吕

3
.

9 0 6 13 03 4 86 60 04 4 X 10 3

4
.

2 00 92 7 3 7 7 3 70 186 X 10 .

4
.

4 95 75 09 68 7 6 68 93 X 1 0 吕

4
.

7 90 49 00 97 6 03 70 8 X 10吕

5
.

0 853 0 7 9 8 134 I6 5 2 X 1 0 )

5
.

3 8 0 17 2 5 7 4 18 28 45 X 1 0名

7
.

37 00 5 7 74 99 5 3 3 X 10 1

3
.

6 85 02 8 8 7 4 9 7 66 X 1 0 2

6
.

63 30 5 1 9 7 4 9 5 8 0 X 10 绝

9
.

5 8 1 0 7 5 07 4 9 392 X 1 0 2

1
.

2 52 9 0 98 1 7 4 92 1 X 10 舀

1
.

5 4 7 7 1 2 1 2 7 4 9 02 X 10吕

1
.

8 4 2 5 1 4 4 3 74 88 3 X 10‘

1
.

1 37 3 167 4 7 4 86 5 X 10 吕

2
,

4 32 1 1 90 5 7 4 84 6 X 10‘

2
.

7 26 9 2 1 36 7 4 82 7 X 10 吕

3
.

0 2 1 7 2 36 7 7 4 80 8 X 1 0 3

3
.

3 16 5 2 5 9 87 4 7 9 0 X 10 5

3
.

6 1 1 32 8 2 9 7 4 7 7 1 X 1 0吕

3
.

9 06 1 3 06 0 7 4 7 5 2 X 1 0‘

4
.

2 00 93 29 1 7 4 73 4 X 10 吕

4
.

4 9 5 7 3 5 2 2 7 4 7 1S X 10万

4
.

7 9 0 5 3 25 3 7 4 6 9 6 X 1 0‘

5
.

0 8 5 33 98 4 7 4 6 7 8 X 10 ,

5
.

3 8 0 14 2 1 5 7 4 6 5 9 X 10 3

0246810

拓182022
·

24263428303236

能量谱的范围内该级数从 6 到 15 位收敛
。

正如我们将在下一节中将要看到的
,

在级数收敛的

输入谱中存在能量的情况下
,

这样一个缺点不会引起困难
。

由 (7 1) 式得到的解将不 明显地表现 出它们的形式与著名的简谐振荡
“

波 函数
” 一样

。

然

而
,

我们发现它们在能量的大部分范围内与 (了2) 式符合到六位
,

而在靠近阱的顶端的地方
,

正如预期的那样
,

这种符合就不好了
。

m
.

表面波导传播

4

在这一节中我们研究位于表面波导中的单位强度的点源发出的声的传播
,

忽略海底的影

响
。

:

以前 B 记份印n 和 肠叨面力 1”

曾研究过这个问题
,

最近 工助ian 、14 也研究了此间题
,

他指出

了这个间题与核 。 蜕变的虚能级(vi rt u a l
一

l阿el )理论的形式上的类似性
’“。

.

声速剖面将取为具有如下形式
:

c (
z )二 o 。/ (1 一 2下: )1 / 2 = o 。/〔1 一 2 7 L + 2下:

(
: 一 L )1 / 2 0成 z 长L z ) L (7咬)

其中 灿 为表面声速
,

L 为层的深度
, 下 (> 0) 和 下T (< 0) 分别为波导上下的剖面参数

。

当把

(T4 )式代入 汤 向分离的波动方程时
,

势有如下形式
:

.

V (活 ) = 几 = (厂 + r T )L 一 厂T z o簇、《L : 》L (7 5 )

其中 r 二 2下k活
,

r 二 == 2 下:
端

,
k 。= 。加

。。

劝一任意的 E (二 k吕一 入
,

)的势的图示于图 5 。

正如图中

~ 1 2 一



所描述的
,

深度范围被左(Z
L )右(几)返转点

分成三个区域
。

为了说明
,

我们把这些区域

编号为 R
, :

0《 : 簇气 (容许区)
,

R
: :

阮(

“( 气 (禁区 )和 R
3 :

、簇
z
< co (容许区)

。

在

B
工

中
,

通解为复指数形式的线性组合
,

在 R
Z

中
,

一般既应该包含指数增加的实形式也应

该包含指数下降的实形式
,

因为这个区域的

范围是有限的
。

但是
,

因为我们对在波导中

给出最大贡献的那些简正波 (被强烈地陷入
,

的 (t ra P拼刁)简正波 ) 感兴趣
,

所以我们只在

禁区中保留指数衰减的解
。

因此
,

根据与在
、

n
.

02 节中所提出的类似的理由
,

得到

滚月
.‘

u l

(
: ) 一 , 。(。: )「磐

.

势乒〕
“Z

co 。

‘ 任R 戈乙j ‘

图 5
.

表面波导的双缘性势

〔{:
:

ds
‘q ·(·” + 口i

一(·,
一

p

〔
一

{:
L

“
’

Q(
·
”

(7 6)

(7 7 )

而 za 以下的解则要减小一个因子

‘

一
P

〔
一

{:犷
“

’

Q 一
(
·‘

,
(7 8)

上面

ta n (夕五)二
Q

一

(z L ) 一 q : (z 二 )

q 二(z 二 ) (7 9 )

由要求(7 6) 在表面上等于 。而得到的本征值条件为
:

{:
‘
d 一q · (·

‘

, 一 “: : (派 / 2 , (Zn 一 ‘, (n 一 ‘
,
2

,

⋯
(8 0)

作为上述方法对于一特定间题的应用
,

我们来考虑曾在关于声传播的 A E SD 专题讨论

会上研究过的 30 。赫表面波导的例子
4 。

为了得到所给出 的 结果
,

对 于 占据 E = 2 x 1 0 一” 到

3 x 10 一”现d
Z

/码
2
范围的十个等距的输入能量求 S (E )量〔类似于 (7 0) 式〕之值

。

在构成角度 火

的同时
,

在表面求 a 级数之值
,

在禁区中
: = 1 60 码处求Q的 R ibcat l’方程的迭代解之值

。

然

后用数值积分得到返转点 (
z ; )之值

,

用多项式内插法来确定诸本征值
。

给出两个简正波
,

能

量分别为 E
,
= 2

.

2 3 6 5 x l。一“ 和 E
Z
= 3

.

9 0 9 7 x l0 一 3

ra 子 /码
, ,

这可 以与 W K B 蒯蛛的值戮禅
2

.

2 1 9 4 x 1 0 一
3

和 E 。= 3
.

9 0 4 4 x 1 0 一
3 r a d

Z

/ 码
,

相比较
。

在求简正波函数之值时
,

对第二个简正波碰到了一个困难
:

Q
一 R 伽幽i方程的迭代因为

接近返转点而不能收敛
。

但是这个毛病并不否定 (7 7 )式的解的形式之存在‘为不保持这个形

式
,

我们不去使禁区中的解与容许区解连续和匹配
,

而是利用 (8 0) 式中的本征值条件来确定

大 和 Q
一

(z L )
,

不再求助于迭代
。

已经证实在 P叹加劝犯n 和 G o rd而
1 3

所考虑的 1 03 0 赫情况的

研究中
,

这种方法的精度可达 10 位
。

_
_

,
一

二
,

.

一 1 3 一



对深度为 230 码的情况用这种方法得到的未归一化的简正波 函数示于图 6
。

对于第一 号

简正波在
: 二 以下的解没有画出

,

茵为由于 (T8 )式的指数因子而使其在幅度上受到严重的抑

制
。

图 T 表示传播损失作为距离的函数与 N U O 一1 模型 (参考文献 4) 比较
。

传播损失是用著

图 6
.

A E S D 表面波导例子中的波导简正波(注
:
图中模 1 和模 2 即第 1

.

2 号简正波)

�斌如�咪哪啤弯

6 舀 . 12 {‘ 之0 2 呜

距离(干砷
·

图 7
.

A E S D 表面波导例子中的传播损失作为距离的函数

实曲线
一N U C 一1 模型 ; x 由(8 1) 式得

名的表达式

PL = 一 1 0 10 9 2。
}诱}

2
(8 1 )

计算的
,

用 E 滋』如1 函数的渐近形式来表示 ( 6) 式的速度势
。

所给出的曲线是由一个预测对于

30 个等距 l/2 海里何隔点在 100 个深度点上的传播损失的程序得 到 的
。

总 的 执 行 时 间为

17
.

里秒
。

在整个距离上两种模型的预测之间符合得非常之好
。

但是
,

超出了 16 千码 的距 离
,

由

(8 0 式得的预侧稍微高一些
。

因为由多项式外推法确定的波数与 N U C一 1 模型的波数的 实部



至少符合到六位
,

差异的原因是没有 N U C 模型所包含的简正彼衰减 ‘ 在这个情况 下 吸收显

然不是一个因素
。

在本节结束的时候我们谈一下用以确定本征值的内插法中的一个明显的权重影响
。

“级

数在输入谱的最低能量上收敛
,

它最好也不过是对于下两个较高能量的渐近表式
。

用把输入

优量范围提高到 2
.

6 x lo 一 ,

至 3
、

2 x 10 一 3 t a d
Z

/码
“
的办法得到从二位到三位的收敛

。

所得 的

本征值为 E , 二 2
.

2 3 6 5 x 10 一 ,
及 几 二 3

.

91 18 x l0 一 , 加以
2

/ 码
“,

与上面给出的结果略有改变
。

IV
.

对结果的讨论

我们 已经直接用 N T 方法解由抛物线和双线性声速剖面确定的 队。
h 方程和边值间题

。

对于简单情况明白地得到的那些结果显示了这种方法的一些重要特点
。

特别是这种方法可应

用的范围很宽
,

计算起来精确且有效
,

很容易把解析剖面和用剖面上的一些点 以直线段连结

起来而得到的分层剖面结合起来
。

在整个介绍中我们一直集中注意这个方法的精度及其计算速度
。

对于后者
,

我们强调没

有为使计算时间最小而作任何明显的努力
。

诚然
,

在明确地给出的那些例子中
,

为简单起见
,

即便在可望收敛 (迭代) 要快一个数量级的那些区域中我们也一直是用只是把玩i仪喃i 方程进

行积分的普通方法
。

因此
,

所引用的aP U 时间应该认为只是这种方法的基本速度的 一 种标
志

。

另外
,

这个方法的各种应用都是用于简正波模型较为合适的比较低频的情况的
。

自然
,

N T 方法有其最大希望的是在高频
。

在这方面
,

我们注意到
,

对于有限抛物线波导的例子
,

用

只比在 10 0 赫计算 37 个简正波所需要的 CPU 时间多 1/2 秒的时间就可 以确定在 1 千赫出现

的3 6 9 个本征值
。

最近工作在这种方法的进一步应用方面取得了进展
,

将它推广到包含确定诸简正波的虚

部
,

关于这点我们准备晚些时候再报导
。

(陶笃纯译 尚尔昌校)
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