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摘要 本文介绍常规付里叶法
、

自回归法和 Pi sar en k 。 分解法的功率谱密度估计对两个正弦

信号的频率分辨能力
。

从平均意义上讲
,

常规付里叶谱分析方法的分辨力近似为观察 (样本) 间隔

的倒数
。

但是
,

对于两个有任意初始相位的正弦信号
,

它的分辨力可能比平均分辨力要好得多或者

差得多
。

理论上
,

只要正弦信号的个数和自相关函数已知
,

Pi sar cn ko 分解法总能分辨两个或两个以上

的正弦信号
.

另一方面
,

自回归 〔最大嫡) 谱估计的分辨能力随信噪比而变化
,

其理论分辨能力在

P is ar e n k。 分解法和常规付氏法之间
。

根据实验发现
,

在 2 0 分贝信噪比时
,

自回归法的分辨性能

大约是常规付氏法的 4 倍 ; 在 O分贝信噪比时
,

也有 2 倍左右 ; 在一 10 分贝时
,

二者的分辨力几乎

无差别
。

引 言

通常
,

在计算功率谱估计时
,

经验法则认为
,

频率分辨能力是用于谱分析的数据的时间

间隔的倒数
。

这个法则基于信号的持续时间(刁T )和信号变换的
“

宽度
”

或范围 (刁f) 之间的不

定性关系川
。

虽然
,

不定性关系通常涉及一个信号
,

但在解释两正弦信号分辨能力的度量时
,

不定性关系假定
,

两个正弦信号最多能接近到 」f 赫
,

使其变换不存在显著重叠
,

从而能区分

开它们的不同响应
。

于是
,

刁f澎 1 / 刁T ( i )

常规分析法隐含着这样的假定
,

即在观察窗以外的信号为零
。

对任何信号都可 以作任意截取
,

其长度为 刁T 。秒
,

就是窗的宽度
。

这样
,

对常规方法而言
, 刁T = 刁T0

。

而对于高分辨力分析

方法
,

我们将会看到
,

要对观察数据进行非零延伸
。

于是
,

测量加延伸数据的有效持续时间

刁T > J T 。。

所以
,

高分辨力方法的频率分辨能力要比常规谱分析方法的好
。

这就是自回归法

高分辨力特性的基础
。

本文对两种常规付氏法
、

自回归法 (Burg 算法)和 P io re D k o 分解法
,

用

分辨性能图定量地给出理论的和实际能达到的分辨能力
。

采用同样的数据
,

对一种常规方法和两种高分辨力方法求得的分辨力范围如图 1 所示
。

此外
,

自回归噪声功率抵消法(N 尸C)是 Pi 、re nk
o
分解法的一种近似

,

该方法的详细讨论见
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分辨能力的度量和条件

本文中
,

对于两
飞

正弦信号的分辨能力
,

’

定义为频率 刁f
= 了1 一 f,1

,

即在中心频率 f
。

处计

算功率谱密度 (PS D )
,

其中f
。

二 (f
l +
动 / 2

,

也就是

它等于在两个正弦频率上求得各个尸S D 的平均值
,

s

优
,

1 + ,
:

〕/
,

)
一

合
〔s (‘l)

+ “(f
:

, , ( 2 )

采用上述定义的分辨能力(如图 2

分贝响应带宽的传统的主瓣函数
,

所示) 是由于 Pi脚
e hk o 分解法和 自回归法都没有能度量 3

因而希望能提供一个通用的分辨能力的定义
,

以便对任何

一种 Ps 刀计算方法都能适用
。

频率分辨能力的度量
,

可用一个无量纲量 R

R 二分邵对刁t」f

来表示
,

称其为标准分辨能力
:

( 3 )

其 中
,

滋 是采样间豁 以秒为单位
’
毋 是两正弦信号钟 能 分 辨 时 的 频 率间 距

,

以赫

(a ) 补零的 FF rl撇哪

一se�

l
|l|eelL‘调

仆) A R (M E M )法一黝础!
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(c) 噪声功率抵消的A R 供

(近似于 P isa r e 公ko 分解法 )

朔率
图 1

实验室产生的采样 FS K 信号(肠 分贝 SN R
,

弘 个样本)频响图
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图 , 分辨条件的说明

为单位
; M 是 自相关延迟数

。

标准分辨能力的定义取 自不定性原理的时间一带宽乘积关系
。

对于常规谱分析
,

可以预料 R 澎 2 二
,

即 6
.

邓 左右
。

为了确定以赫为单位的分辨 能力
,

只需

在标准分辨能力图上
,

对 已知的M 和 S R N
,

查出相应的 R 值
。

这样
,

根据已知的 R ,

M 和 “
,

就有

刁f二 R / 2 二M 刁‘ (赫) (幻

注意
,

M“ 是总观察时间间隔
。

常规付氏法的分辨能力

根据以上 斤的定义
,

图 3 给出了已知延迟 自相关时常规付氏法的标准分辨能力
,

它是用

分析方法推导出来的
。

详尽的分析参见文献〔3 〕
。

这里考虑的常规付氏法是 B I‘km an 一T u key

p SD 估计
,

就是
洲、、

M一 1

S
二 ,

(f ) = 艺 必. e x p (一 了2 二f. 刁t)
仍 . 一 (M 一 1 )

其中必, 是已知的或估计的延迟自相关
。

应注意
,

(幻式的求和是有限的
,

延了
.
妇

。

( 5 )

表明常规方法是零

通常
,

对延迟 自相关要加窗
,

以便减小旁瓣泄漏的影响
。

一种通用的窗函数就是三角形

窗或 B二tl此七窗
。

采用这种窗
,

分辨能力要比图 3 所示的略有下降
,

这说明加窗是以 牺牲分

辨能力为代价而减小旁瓣的
。

注意
,

Bl ac k m an
一T uk ey 方法的两种曲线都位于不定性原理给定



的 6
.

2 8 线之下
。

由此表明
,

有可能达到比经验法则要略好些的分辨能力
。

更为普通的常规付里叶 P S D 估计是周期图
,

它直接用时间采样值
二。 来计算

,

息
: ,
守)一二毛犷 }匀

’: .
ex P(一 , ,

。
“‘)

孟, 三 JJ ‘ 勺价目 0

即

( 6 )

上式计算大都用 尸尸T 方法
,

就是按频率参数 f的离散间隔来计算 (幻式
。

图 4 表明
,

除了观察时间间隔外
,

两个正弦信号之间的相对相位是确定周期图分辨能力

的一个重要因素
。

周期图是根据数据的加窗变换得来的
,

而加窗正弦信 号 在 变 换 域上产生

如f/f 函数
。

随正弦信号起始相位的不同
,

两个或两个以上加窗正弦信号的合成变换是
Bin f/l

函数的旁瓣矢量与主瓣矢量相长干涉或相消于涉的结果
。

这种旁瓣互作用是两正弦信号起始

各 建性原 理
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自湘芙延返饭

相位的函数
,

对周期图能达到

的分辨能力有很大影响
,

如图

4 所示
。

该图是通过计算机运

算得到的
,

计算机程序确定了

分辨力的范围
,

两个正弦信号

起始相位的步长为 5
。。

由于周

期图的分辨能力不是信噪比的

函数
,

所以没有加上噪声 ( 但

是
,

一组有噪声数据的分辨能

力的方差是信噪比 的 函数)
。

这样
,

在图 4 上表示平均分辨

力的点是所有可能起始相位的

周期图的平均分辨性能
。

对平

均值的平均给出了一个粗略的

经验公式
。

对周期图分辨力来

说
,

有 刁f = 0
.

8 6 / 刁T 赫
,

式中

d T = M舫 是总观察时间间隔
。

这可与常用的 l/ 刁T 的经验 公

式相对照
。

在图 3 上重新绘制了上述

粗糙的平均分辨力曲线
,

它叠

加 在 已 知 自相关 函 数 时 带

B ar tl 眺七窗的 B lac k m an
一T u k e y

曲线之上
。

这一点并不奇怪
,

因

为周期 图 和 B lac k“an 一T uk ey

方法产生 同样的结果
,

只要在

(6 ) 式 中代入自相关函数估计

.河

多
。

图 3

份

常规法
、

自回归法和 Pi 别迁e n ko 法的标准分辨能力

人R 系数个数二M 一 1

1 对妥气
, ”

一下7 一

石
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图 4 周期图 (F FT ) 分辨能力的方差和初始相位的关系

其中

就是 B a r t le t七

,

M 一 1 ,

并且令 必一 二 ~ 必
, 。

容易证明
,

( 7 )式构成了自相关函数的有偏估计
,

偏差

窗的偏差
。

Pis ar e n k o 分解的分辨能力

当一个已知信号是纯正弦信号加白噪声组成时
,

找出信号中的正弦频率和功率的合适方

法是 Pi sa re nk o 谱分解法
。

为了完全分辨频谱分量
,

即分解频谱
,

对于 M / 2 个正弦信号加白

噪声的情况
,

要求完全知道 M + 1 个延迟自相关函数
。

给定这些以后
,

Fr 咖
〔,1 根据 Pi ~ nk

。

的深奥文章
「s] ,

系统地 阐述了找出正弦频率的一个方法
,

其要点如下
。

(A) 确定秩为 M 十 1 的自相关矩阵的最小本征值幅
: 二 ,

自相关矩阵为
:

毋M

」 ( 8 )

必
。

甄
,.?

鸟尸....‘IJ

一一
+M必

已证明最小本征值就是白噪声功率谱密度
: 入m i 。 = 。沪(证明见施

r p le 的文章 【al )

(B ) 解出与峪
: 。 对应的本征矢量 r 一 co l〔1

,

为
,
⋯

, 7们

必M+l r ~ 口沪r

矢量 r 与正弦信号加白噪声过程的 A R M A ( 自回归动平均 )模型的系数有关
‘.]

。

( 9 )



(C ) 找出各个正弦信号的频率
,

即计算以下多项式的根
:

r 了Z 二 1 十 找
: + ⋯ + 7 M

洲 = 0
,

以 0)

其中 Z 二 e o l〔i歹:
, z , ,

⋯
, : 材〕

,

而且每个根
z 、的模一定为 1 ,

所以 : ‘二 e x p仁j。
‘〕

, 。‘
就是各正弦

信号的角频率
。

Mar p le 〔, , 今,
给出了与上迷方法相配合的公式

,

以得到每个频谱分量的功率
。

Pi 路r6 n
ko 分解 (尸D )法的理想分辨能力是图 3 所示的 R = 0 线

。

但是
,

人们往往根据数

据来估计 自相关延迟
。

另外
,

事先并不知道正弦分量的个数
。

这两个因素会在 (s) ~ (10) 式过

程 中引进误差
,

影响得到理想的分辨能力
。

一种称为 自回归噪声功率抵消法的方法
,

不用解

出本征值和多项式的根
,

其性能接近 p D 法的潜在性能
。

该方法在另一篇文章川中讨论
。

自回归法的分辨能力

有关 自回归 (A R )法或称最大嫡法 (M忍M )的超分辨能力已有许多研究
。

在 B ur g l61 给出的

原始 M 忍J夕法中
,

用 已知自相关延迟计算下式给定的Ps D 估计
:

S
月 ,

(f) =
尸」t

(1 1 )

{
‘+

蒸
, a 、ex P(一夕2二f拼J t)

标量 P 和 A R 系数{
a
衬通过求解下面的矩阵方程得到

:

必衬似A = 尸

其中
,
必M 十‘

由(s) 式给定
,

也可等效地写成
:

A == [ 1
,
a l ,

,

二 , a , 〕
, ; p 二 Ep

, o ,
⋯

, o」r 。

可以证明‘, , ,

(12 )

A 尺法 尸SQ

、1产lL3鱿
卜
‘心l
产
‘、
.

J
J

.

l
产l‘S

, *

(f) = 艺 诱
, e x p (一 jZ二f二』云)

价
, = 必

,

{叫 ( M

对

价
, = 一 艺

a ,
功

。

一 }。}> M

离甲
人
其

可以看 出
,

A R 法 PS D 估计并不具有常规付里叶方法隐含的窗
,

因为 A R 法 PS D 等效于常规

法无限求和的极限情况
。

不加窗意味着 A R 法 Ps D 没有旁瓣泄漏现象
。

同样
,

(1 4) 式给定的

延迟延伸所给出的有效时间宽度 刁T > 刁T0
,

说明比常规 尸四刀 的分辨能力要高
。

利用两个等幅正弦信号加白噪声的 自相关函数
,

按(1 1) 式得到的解析结果
,

提供了如图

3 所示的 A 兄法平均分辨能力
。

当信噪比 SN R 较高时
,

其性能接近 尸D 法的分辨能力
;而 SN R

较低时
,

性能接近常规 B I. k ma
n 一T o ke y 法的分辨能力

。

图 5 以不同的座标变量重新绘出这些标准分辨曲线
。

符合这组合成曲线的经验公式是
:

R = 6
.

4 7 1 〔SN R (M + 1)]
一 o

·

, ‘

(15 )

注意
,

分辨能力与 SN R (线性单位而不是分贝单位)及自相关延迟数的乘积的幂成正比
。

当仅有数据样本
,

而不是 自相关函数时
,

分辨性能如图 6 所示
。

如 用 B ur g 算 法
,

即通

过最小平方估计法来确定 岌介系数
,

就可得到 A R 法的朋D
。

还有许多算法都能用来确定 A R

系数
。

例如
,
别恤k ho u l‘”提出的网格法算法

,

Mor f等人‘.1 提出的梯法算法等
。

由于篇幅限制
,

这里不再讨论这些算法
。

考虑两个正弦信号
,

每一个信号的起始相位都是零度
,

并有三种不同的 SN R
。

曾发 现
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图 6 用数据样本而不是延迟自相关计算的标准分辨能力

零相位时的分辨能力接近于最差
.

图中还给出周期图 分辨 力 以 作 比

较
。

为了确定图 6 所示的平均分辨

力和方差
,

使用了许多组数据
。

由

图 6 可 见
,

在 2 0 分 贝 SN R 时
,

Bu rg 算法的 A R 法分辨力约为周期

图分辨力的 4 倍
, 而在 0 分贝 S N 尺

时
,

改善因子约为 2
。

当每个正弦信号 的相 位 改 变

时
,

A R 法和周期图法 P S D 的分辨

力变化的趋势一致
。

在计算的 A R 系数比数据点少

的所谓中间情况下
, A R 法的分 辨

性能如图 7 所示
。

和预料的一样
,

当 A R 系数的个数不变时 ( 此处个

数为 4 )
,

数据点数增加
,

将使标准

分辨力越来越接近由图 3 给出的理

论曲线
。

至此
,

A R 分辨能力的改善 也

许是最佳的了
。

在实际情况中
,

要

计算的 A R 系数往往比数据点的一

半还要少
。

这样作是为了能使 A R

谱 中的假信号响应量下降到最小
,

并能减小谱线分裂效应
。

当 A R 系

数个数比数据数少时
,

名N R 时
,

一 6 分贝

取数据样本为

A R 谱对常规谱的相对改善降低了
。

例如
,

由图 3 可知
,

当 一 5 分 贝

6 4 个
,

则 6 4 点周期图(尸尸T )的标准分辨力约为 5
.

4 ; 而 3 2 个系数
,

SN R 时的 A R 法 尸S刀 标准分辨力近似为 2
、

氏 这种情况的相对分辨力为
:
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4 廷逮份毅

由于该比值小于 1
,

平均说来
,

A R

法 P SD 估计的频率分辨 能力 要 比

常规的 尸尸T 分析的分辨能力差些
。

所以
,

在低 SN R 时
,

用 AR 谱估计

通常没有什么好处
。
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图 7 要计算的 A尺 系数比数据点数少( 即
中间情况 )时的标准分辨能力

今 考 文 做

常规 F 尸T 方法的平均分 辨 能

力是窗函数形状和宽度 刁T 的函数
。

按照本 文引 入的分辨 能力概 念
,

尸尸T 方法的频 率分 辨 能 力 」f“

0
,

86 / 刁T
。

A R 法的分辨能力随 S N R

减小而下降
,

最后退化为常规方法

的分辨能力
。

如果自相关函数完全

已知或者可以精确估计
,

那么用P D

法就能得到理想的分辨能力
。

(陈妞明译 黄曾肠校 )

协,.00秒确冲协,.to�

[ 1 ] A
·

Pa po u li s
,

S ig n a l A n a ly , 15
,

McG
r aw

一

H I ll Co
. ,

P
.

2 7 3 一2 7 8
,

1 9 7 7
.

t , 〕 L
.

Ma
r p le

, “H i g h r e so lu ti o n a u t o r e g r e s si v e sp e e t r u m a n a ly s i s u s in g n o is‘ p o w e r

ca n o e lla t io n " ,

R e 亡o r d o f t he 19 7 8 I E E E I n te r n a t io n a l C o n f
.

o n A S SP
.

[ 3 〕 L
.

M a rPI‘
, “

C o n v e n t io n al F o u r i e r
,

A u to r e g r e s s i v e a n d S p e e ia l A R MA M e t ho d s o f

即
e e t ru m

‘

A n a ly s i s , , ,

E n g ln e e r s Di s s e r ta tio n ,

D e p t
.

E le e tr lca l E n g ln e e r i n g
,

S ta n
-

fo r d U n i v
. ,

1 9 7 6
.

[ 4 〕 0
.

L
.

F r o st
, “P o w e r S p e e tr u m E st i m a ti o n " ,

P r o e
.

19 7 6 N A T O A d v a n e e d S tu d y

I n s ti t u te 办n s主g n a l P r o e e s s i n g
.

[ 5 〕 V
.

F
.

P i s a r e n k o , “T h‘ R e tr ie v a l of H a r m o n i e s fr o m a C o v a r主a n e e F u n e t i o n ” ,

.

G eOP h ys
.

J
.

of the R o y挂1 A s t r o n o m i e a l S o e i e ty
,

V o l
.

3 3
,

P
.

3 4 7 一3 66
,

1 9 7 3
.

[ 6 〕 J
.

P
.

B o r g
, ,’

Ma x im u m E n t r o Py 匆
e e tra l A n a ly o is , , ,

p h D
.

T h e s i s
,

D e P t
.

o f G e o -

Ph y s i e s ,

S ta n fo r d U n i v
. ,

19 7 5
.

[ 7 〕 J
.

M a k h o u l
, “S ta b le a n d E ffi e i e n t L a t ti ce M e th o d s fo r L in e a r P r e d i e ti o n ,, ,

I E E E

A S SP 一25 P
.

4 2争 42 8
,

1 9 7 7
.

[ 8 〕M
.

M O r f e t a l
, “ E ffi e i已n t so lu tio n o f e ov ar i a n ce 七q u a ti o n s ro r li n o a r Pr e d ict io n ” -

I E E E A SSP
一2 5 P

.

4 2 9 一4 3 3
,

19 7 7
.


