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摘要 自回归潜分析(亦称最大嫡谱分析)作为一种较高分辨力的方法
,

代替常用的F FT 为基础

的谱分析
,

受到人们极大的关注
.

本文研究了自回归谱分析法与 P ro n y 方法和 Pi
s
ar en k。 谱分解法

之间的关系
。

Pro n y 方法为自回归谱分析提供了一种新的信号功率估计方法
,

而 Pi sar en k 。方法为

自回归噪声功率抵消谱分析提供了一种噪声功率估计的方法
.

一
、

引 言

在窄带信号加噪声组成的离散时间过程的谱估计问题 中
,

自回归谱分析作为一种代替常

用的尸尸T 谱分析的方法已获得认可
。

这是因为在被侧数据信噪比足够高时
,

用 自回归 方法

得到的频率分辨力
,

要比用 r r T 得到的高 「Mar Pl
e ,

19 76 〕
。

对于正弦信号加上白色 (非相关

的)噪声所组成的特定过程
,

在下列双方之间存在着若干有意义的关系
:

(1) 自回归谱分析法

和 Pro ny 法
,
(2) 利用噪声功率抵消的自回归谱分析法和 Pi sa re nk

o
谱分解法

。

这些关系的

重要性在于深刻揭示了把 自回归谱估计法应用于这种特定信号类型的有效性
。

二
、

自回归谱分析

考虑一个采样时间函数的有限段 擎
。
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其中 咐 是采样间隔
。
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过程 梦(司 由 M 个正弦信号加白噪声组成
,

并有离散的时间相关函数
,

即
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其中诱
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自回归谱估计方法可以看作是用 自回归模型来拟合被测过程 夕. ,

如图 1 所示
。
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R 阶自回归滤波器的输出为
R

“一买la
‘“

一 , + ’‘ ( 2 )

图 1 自回归模型

其中 Y o r = 〔纵
, 夕* 一 ; ,

⋯⋯
,

纵
一

习
,

有

其中 吸是 白噪声过程
,

刃(摊。
一启= P声

、,

{aj }代表

自回归模型的参数
。

(幻 式也能用矢量形式来表示
,

即为

y * TA 二 。。 (3 )

A
了
= 〔1

, a i ,

⋯⋯
, a *

〕
。

用 Y 。
左乘(3)式

,

并取平均值
,

则

E 〔Y * Y * T 〕A ~ E 〔Y 。。、〕 ( 4 )

或 勇A 二Q ( 5 )

其中必二 E 〔Y * Y * r 〕是过程督。 的(斥+ i ) x (R + 1 )自相关矩阵
; Q

T
~ 〔凡

, o ,

⋯
, o〕

,

Q
r

的表

式是根据自回归滤波器输出的过去值和现在的
妙* 不相关而得来的

。

于是
,

给定(R + 1) 个延

迟自相关
,

用 工刃v lnson 递推算法
,

从 (匀式(通常称为 Y ul e 一
W 叭k

e r 正则方程)可以计算自回

归参数和噪声功率 p N 。

自回归谱恰好就是滤波器输出 , ,

的功率谱凡
,

(f)
。

于是
,

传递函数为 H (f ) 的滤波器输

出功率谱和输入功率谱 民
,

(I) 之间有如下关系
:

、声、.产几n片」
了硬、J‘、

S , ,
(f) = }H (f) 1

名s
, 。

(f)

对于自回归模型
,

民
,

二P 二
,

自回归谱为

+
,人

S 月 ,
(f) = S

, ,

(f)二

艺
a声x P(

一 jZ 二f
r

刁t)
r , 1

只要根据 (5 )式确定自回归系数和 p 二 后
,

自回归谱估计就可用 (7 )式计算
。

典型的 自回归谱

如图 2 所示
。

通过观察谱峰的频率来确定出现在频谱 中的正弦分量
。

但是
,

在 自回归谱中
,

气}“林
了

于,的动牵是

又峰的
‘职

二
.

二‘补澎以石
气 犷

、

r, 介

图 2 自回归谱

正弦分量的功率不是与峰值高度而是与每个峰下面的面积

成正比
。

为求得这个功率
,

与其进行积分
,

不如用另一种
方法

,

即根据(l) 式
,

解出尸 ,

也就是

G P = 必
。

(8 )

其 中 G ~ 频率分量矩阵
,

其元素 乳 , = co 昭 拓几泪匀

九二第夕个谱峰的频率
,

单位赫
,

P r = 〔P l ,

氏
,
⋯

,
P们

,

信号功率矢量 ,

入
丁
二 〔叻

: ,

人
,

⋯
,

势词
,

延迟自相关矢量
。

,

这样
,

若自相关函数是已知的
,

一个完整的自回归谱估计方法就是
,

用(5) 式来解 A
,

用〔7 )

式算出自回归谱
,

以及应用 (的式得到功率估计
。

通常情况下
,

自相关函数是未知的
。

因此
,

要用下式来对其进行估计
。

功
. = 今

.

N

葱
“

上V 无目 0

牛。劣。_ 。 ” = 0
,
⋯

,
N 一 1 (9 ),

并用它来代替 (6 )式中的实际延迟相关
。
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一旦找出信号功率
,

与(s) 式相似的数学公式提供了噪声功率估计
,

即

P , = 价
。 -
艺 P。 (10 )

此式是由(l) 式取零延迟相关得到的
,

它是第五节中要介绍的噪声功率抵消法的依据
。

三
、

自回归最小平方谱估计

上节介绍了已有已知的或直接估计的延迟自相关时
,

得到自回归谱的一个方法
。

为求出

(7) 式中的自回归参数
,

还有许多最小平方方法可代替 (5 )式
。

这些最小平方方法常常提供更

好的自回归谱估计
,

胜于(的式和(句式的组合
。

回到图 1 中的自回归模型
,

假定数据 , 。

的现在值能用 R 个 甘
,

的过去值的线性 组 合来

估计
,

即有

、./、、声.IQ习,工11了、
山

了、

该估计的误差为

尸、.

刀

”‘

一 买
l a ‘“卜 ,

尸、 夕

“一 “‘ 一 “
‘一

黔
,“‘一 ,

, “。一 1

定义当 心< o 和 无> N 时
, 似* = o

。

这样
,
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。, 。1 ,

⋯
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E = 岁 x A

应注意
,

数据矩阵具有 To eP lit
: 对称性

,

且取决于对观察数据范围以外的数据值作何种假定

而分为 以下四种情况
: Y : = 不加窗情况 (对观察范围以外的数据不作假定)

; Y : = 前后加窗情

况 (前后均作零延伸) , Y 。= 前加窗情况 (前面作零延伸) ; Y
; = 后加窗情况 (后面作零延伸)

。

通过求平方误差为最小的方法
,

找出自回归谱 (7 )式所要求的自回归参数矢量 A
:

、少、,护

4�匀
,11一了、

矛‘、

尹八、

P 丹 = m in E
T
E

具体作法是对 自回归系数求导数得到正则矩阵方程

(Y
犷
Y ) A = (P

、 , o
,

⋯
, o )

其中 Y 是数据矩阵四种选择之一
。

取 Y = Y :
时

,

有

1
/

。 , 、 , 、 . ,

众
-夹一 ‘Y

, T YO A = ( P ,
/ N

.

0
.

⋯
N

( 1 6 )

上式就是 Y ul e 一W al ke
r 正则方程 (幻

,

其中自相关估计由(的式给出
。

矩阵 Y : 丁Y : 具有 T oo pll tz

对称性
,

而且可用肠vi ns on 递推算法作砂 次运算解出 (1 6 )式
。



其余三种情况中
,

Y
, , Y

l ,

Y 。了
Y

:

和 Y
; r
Y

4

都不是 T oe p li七: 结构
。

不过
,

腼rf 〔1 9 7 7〕已

给出
一

了在这三种情况下以砂 次运算解出 A 钓 递推公式
。

就 Y , 了Y ,

的情况而言
,

方程(1句称

作协方差正则方程
。

B ur g〔1 0 7 5〕也提供了这种情况的另一种算法
,

就是人fltl非常熟悉的最大

嫡方法
。

从翻新的观点来看
,

倾向于选用数据
“

自相关
”

矩阵 Y , 了Y : 。

(1 5 )式及适合于所选数据矩阵 Y 的递推算法
,

连同(7 )式和(s) 式
,

构成了采样数据自回

归谱分析的基础
。

在用于 (1的式的同一递推算法中可 以得到隐含的延迟 自相关
。

从(的式可 以

看到
,

自回归模型的 自回归参数和自相关函数之间具有一一对应的关系
。

事实上
,

容易求得

的一个递推关系式是

吞一翼
la
冲卜

,

(1 7)
*

该式表明
,

延迟相关 功
,

根据 R 个已计算的延迟相关和自回归参数{a, }来计算
。

应注意
,

对于

所有四种 Y 矩阵
,

价
。是相同的

。

用 (1 7 ) 式表示的关系式
,

在第五节描述的噪声功率抵消法

中
,

将是一个必不可少的组成部分
。

四
、

Pro n y 法

Pro ny 法〔W ei 88 租M o D on
o
ug b

,

1 9 6 3〕不是一种典型的谱分析方法
,

而是一种指数近似

法
。

然而
,

指数自变量取复数值时
,

虚部能产生正弦函数
,

由此 可 与 频率相 联系
。

这样
,

P ro n y 法可看作是一种谱线分解法
。

Pr
o
ny 法用 M 个复调制指数之和作为观测数据的模型表示式

,

即
广、 材

, * = 艺p , e x p (a s无刁‘) = 艺 p , : , 儿 (18 )

其中 名, = e x p (a尸 t)
, a 为复数

。

{
a , }值

。

若直接对 {P J}和{
a , }

J = 1

该方法要求在给定测量 梦
。 , ” = 0 ,

1,

采用使 E r E 为最小的最小平方拟合
,

⋯
,
N 时

,

确定 {尸分和

就会产生高次非线性间

题
,

这里 E
丁= 〔e0

,

⋯
,

‘ ]和 e * = , * 一 叭
。

Pro 仰法的诀窍在于
:

把问题的非线性集中到一个

单 自变量多项式方程
:

(: 一 : :

)(
: 一 : : )⋯ (

: 一 :启 = : 衬 + 。, 声衬 一 1 + ⋯ + a : : + a i = 0 (1 9 )

并注意到 (15) 式可写成线性差分方程
Z、 对

““

一Zla
,“一 “一M

,

对 + ‘
,

‘ ’ ‘
,

N , ZM (”o)

现在
,

就能对这一线性化间题
,

用最小平方估计找到{
a , }

,

而不是{勺 }
。

但是 (2 0) 式恰好就

是 自回归模型最小平方公式的(1 1) 式
。

这样
,

对于计算 A 参数矢量
, Pro ny 法和自回归谱分

析法是一样的
。

所以
,

用于 自回归法的所有递推算法
,

这里都可 以用
。

自回归法用 A 矢量计算自回归谱估计 ((7 )式〕
,

而 P ro ny 法则把 A 作为多项式系数求得

(1的式的根
。

这些根绘在图 3 所示的 。 平面上
。

为 比较起见
,

图 3 上还给出了相应的自回归

谱
。

应注意的是
,

与自回归谱峰对应的根
,

落在紧挨着单位圆的附近
。

这就提供了另一种检

测 自回归谱峰值的方法
,

即求出所有的根
,

然后确定哪些根落在单位圆和一个半径等于阑值

的同心圆之间
.

.
此式原文有误

。

—
译者
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Pron y 法的下一步
,

就是确定信号功率{p , }
。

根据多项式的根确定{内 }以后
,

代回到(15)

式
,

就能得到一个以 勺
r

为已知系数的关于 p , 的线性方程组
。

最小平方拟合提供了信号功率

矢量 尸 的估计
,

即

尸~ (z *T Z)
一

lZ * T Y (2 1)

其中
, * 号表示复共扼

; P r = 〔P
i ,

P 孟 ,

⋯
,

P , 〕; Y
T = [夕

。,

岁1 ,

⋯
,

y , 〕;

鳃
; .。,

Z ~ {
“

:

Lz i

“

引

“)

飞 协

根条

这个功率估计法
,

可用来代替自回

归谱分析(8) 式给定的方法
,

它可能

是自回归谱分析的一个更实际的功

率谱估计法
。

图 3 (a ) 自回归谱 ; (b) z 一平面极点图

五
、

利用噪声功率抵消的自回归分析

众所周知〔M ar p le
,

1 9 7 6 了
,

自回归谱的谱峰锐度和分辨力
,

随信噪比的增加而得到改氰
当过程由正弦信

一

号加白噪声组成时
,

在自相关零延迟项中
,

扣除大部分噪声功率的贡献
,

就

能人为地增加信噪比
,

从而获得更高分辨力的频谱
,

如图 4 所示
。 。

噪声功率抵消是一种迭代

方法
,

其中(10) 式是该方法的基点
。

对一组数据找出自回归参数
,

并用(1 7 )式确定有关的延

迟自相关以后
,

利用 么 平面 自回归极点图所相应的自回归谱图
,

选取高于闭值的频率分量
。

然后
,

运用(8 )式和(10) 式
,

或者 (盯)式和 (1的式
,

来计算正弦信号功率和噪声功率估计
。

噪

^

东

(叫

图 4 (a ) 利用噪声功率抵消的自回归谱 ; 〔b) z 平面极点图

声功率估计的一部分
,

要从零延迟 自相

关项中减去
,

再用第一次数据计算的延

迟自相关
,

·

加上修正的零延迟 自相关
,

产生一个新的自回归谱或极点图
。

这一

程序迭代进行
,

’

一直到迭代一次后的噪

声功率估计比迭代前的增大时才停止
。

这是根据经验找出的停止点
。

超过停止

范围再扣除噪声功率将导致频谱畸变
。

六
、

P is are n k o 谱分解

利用噪声功率抵消法的自回归谱分析是一个迭代过程
,

在全部噪声功率都被扣除的极限

情况下
,

上述方法逼近 Pi sa re nk
o 谱分解法

,

该方法以 Ca
r眺he o d o ry 理论 为基础 〔Pi sa re nk

。 ,

19 7 2习
。

此理论表明
,

所有非奇异的厄米特型 T , Pl itz 矩阵

⋯价
,

⋯功
, 一:

功
* ’

叻
* _ ; . ⋯汽
{ (2 2)

,孟0功价⋯

冲

0
,t叻苗

百

:
。
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具有这样的性质
,

其元素 价
、 能表示为

叻
。二艺 p沪 x p (jo

. 无) + 尸沪
。 介== O

,

1
,
只 (匀3 )

其中
,

实参数{P
,
}(p

, > o ,

对于所有 。)
,

{。
。
}(一 二< 叽《二)以及 M

实际上
,

要找出 。 ,
,

只要解本征问题

必忍 ~ 味
, 。E

都由{汽 }唯一地确定
。

其中 E r 一〔e0
,
el

,
⋯

, 。*

〕是与矩阵 必 最小本征值 入、
。

相应的本征矢量
,

E 丁Z 二 e o + 仑i么 + ⋯ + e ; 念R 一 0

(2 4)

然后计算多项式的根

(25 )

其中 Z
丁
二〔1

, : ,
护

,
⋯

, : 刀〕
。

由于厄米特型 T oe p lit
z 结构

,

根 、 常常能用‘二 ex p (j 。刁 来表

示
,

其中 。fft 是(23) 式复指数的角频率
。

(s) 式可用来计算{P衬
。

事实上
,

该方法把所有 自回

归谱估计值的极点都推到
: 平面单位圆上

。

当过程是由M 个实正弦信号加白噪声组成
,

而且它的 ZM 十 1个延迟 自相关完全已知时
,

可以证明
,

若 (2幻式中 R 》ZM + 1
,

则噪声功率给定为
:

入川 ,。 = 乙 (2 6 )

且{。价由(, 5)式确定
, 以给出真正的正弦频率

。

如果延迟 自相关虽然已知
,

但 R < , M + 1
,

或者延迟 自相关要通过估计得到
,

且 M 未知 ,
或者噪声是非白的

,

则由上面分解方法给出的

频率或功率不一定是真正的频率和功率
。

因此
,

Pi
s

are
n kO 谱分解方法只有有限的实用价值

。

然而
,

这个方法提供了一个估计 白噪声功率的方法
,

即在第五节中噪声功率抵消法用到

的
。

最小本征值和相应的本征矢量可用经典的幂次方法求得
,

:

对任一个初始矢量 风
,

矢量风

的无穷序列

风
* :
= 必

一

lE* 或 凡 = 必E 、, , 无= o ,

1
,

⋯ (2 7)

用迭代产生
。

在极限情况下
,

E k , Em
; n ,

是最小本征值的本征矢量
。

基于对 自回归谱的研究
,

可以确定正弦分量的个数 M
,

并由延迟 自相关估计组成 娜
+ 1 阶 自相关矩阵

。

若自回归参数

A 矢量用作初始矢量
,

E
。= A

,

则 (2 7 )式通过儿次迭代就接近收敛
。

(2 7 )式可用 zo har 〔1 97 4〕

算法的修正形式有效求解
,

该算法利用 必的厄米特和 T oe Pli 七: 对称性的特点
,

只需要 (ZM 十 1)
’

次运算
。

在计算出 E 矢量后
,

最小本征值给定为

入m , n 二
E

T
毋E

E
T
E

(2 8 )

〔陈耀明译 侯朝焕校)
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