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摘要 本文介绍一种由协方差函数恢复谐波的新方法
.

这种方法的基础是关于兰角函数矩问题

的 c a ra th eo do ry 定理
。

讨论了这种方法与
‘

最大嫡
,

谱估计法之间的关系
,

研究了稍加噪声分量的

影响
.

还讨论了一个数值例子
.

己 , 健全
J 1 1习

最近发展了几种估计平稳随机过程和噪声场的谱的新方法
:

1
.

‘

最大似然
’

估计法(份钾
n ,

1 9 6 9 )
,

2
.

‘

最大嫡
’

或
‘

自回归
’

估计法(在本文中我们称之为 ME E ,

见 B ur g , 1 9 7 2 ; 亦见U lr yc h
,

l , 7 2 及 工. 0 0朋
, 1 9 7 1 )

。

P . r”n
(19 6 9)从自回归过程的观点来处理这种估计方法

。

3
.

基于协方差矩阵的本征值和本征矢量的谱估计法
,

这是由本文作者提出的(Pi sa re n k o.

1 9 7 2 )
。

当要求谱峰有高的分辨力时
,

这些方法特别有用
,

它们 已被应用于各种各样的科学领域
,

譬如
,

在地球物理学方面
,

用于研究地球的自由振动
、

地震表面波
、

微震的谱等等
。

在本文中我们还要介绍另外一种检测谱峰的方法
,

这是以关于三角函数矩间题 的Ca ra th -

仪月。ry 定理为基础的
。

同时我们要证明ME E 事实上是我们新方法的平滑形式
。

在本文的最后

一节
,

我们研究在记录中加上少量噪声对这种估计方法的影响
。

一
、

由协方差函数的有限截段恢复谱的问题

设《灼为一复平稳随机过程
,

平稳是广义的
,

它取决于离散的时间(譬如见 D oo b
,

1 9 5 3 )
* 。

假定该过程的平均值为零
。

过程 城t) 的谱函数 F (入)与其协方差函数 B (的的关系为

B (“) 一 (: 万 )一!{
二。X p (““)‘F (‘) 一

““( OO
( 1 )

当假定 男(t )是实过程时
,

我们将明确地说明
。

若 F。)绝对连续
,

它的导数称为谱密度 尸。) :

P (入) 二F
‘

(入) (皿)

如果 F 。)在频率 与处有一阶跃 Pj
,

即若 F (凡十 0)
一尸(入j 一

0) = Pj
,

则如果我们引入 占函数

. “

R e tr ie v a l o f H a r m o n ics 介o m a
伪

v a ri a n e e
凡

n e tion
” .

Th e G eo p h邓ica l Jo u rn a l o f th e R o y a l

A s tro
n o m ie a l so e ie ty V o l

.

3 3
,

吻
.

3
,

1 9 7 3
.

9
.

估计其意思为
: x (t) 为复广义平稳的随机序列

。

—译注
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的话
,

(幻依然成立
;
在这种情况下

,
p 。)包含 内占价 一 入, )分量

,

协方差函数 B (幻包含 谐 沙

尸sex p (‘入, k )
。

假定我们有一段长为 Zm 的协方差函数
,

即我们有

B (无)
一 。《无( 。 ( 3 )

真实的谱函数 F位) 将是怎么样的呢 ? 开始我们假定值 B (幻 完全已知
,

没有任何噪 声 或 误

差
。

引理 1
.

设 B (k) 的截段使得协方差矩阵 B (二 + 1 阶)是非退化的
:

召于{B (无
一 j)}

。,
, 一。

. 1 , .

⋯。
( 4 )

则存在无穷多个谱函数 F。)
,

在 }倒 ( . 时与给定的函数 B (的的关系为方程 (l)
。

为证明这个引理
,

考虑 ME E 尸二

(入)
:

p
·

(入卜月
。。

}鬓
。

,
。*
一p (一 ““)

{
一’

一< 入、 !

( 5 )

其中{月k , } ; ,

, 一。
. : ,

⋯
, .
是矩阵 B 的逆

。

这种估计方法称为
‘

最大嫡
’

估计法
,

因为在满足关系

(: 派)一

!{
二

一p (““, p (入, d入一B (“, ,“, 《。

的所有谱密度函数中
,

它使‘积分(, 二)一

!i
二

109 ”(入)d ‘ 为最大(见 S协n n o n , ‘。4 8 )
。

应注意
,

P式入)正好是 . 阶自回归过程的谱密度 (见 Je
n ki ns 及W at ts

,

1 9 7 0 )
,

这种过程的协方差函数

的前 m 个值等于 B (的截段的那些给定值
。

因为假定 B 是正定 的
,

故对于足够小的 肠 ,

矩阵R (肠) ~ B 一 种I 也将是正定的(这里 I表示

。 一 1 阶单位矩阵)
。

所以对于足够小的 种 , B 可表为两个正定矩阵之和
:

B = R (林) + 灿I ( 6 )

用{八 , }
* ,

介
。. : . .

⋯, 表示 R (林)的逆
,

我们得到一族谱密度
”刁

r 。。

⋯轰
。r。‘e x p (

一 ‘入“)

它们精确地相应于协方差函数 B (的的给定截段
。

我们注意到
,

中的 占函数 林6伍)
。

引理 1 得证
。

( 7 )

(7 )中的第二项表示协方差函数

由以
rat h e ed o ry 定理 (见下面第二节)可得

,

对于满足 一 二 < 入。< 二 的任何 入。 ,

总存在一谱

函数 F。)
,

它相应于 B认)的给定截段
,

并在频率入
。

上有一阶跃 , 同时也有可能选择一个 画

数 尸仆)
,

在任何预先定好的有限频率集凡
,
入: ,
⋯

,
入
。

上有阶跃(虽然这些阶跃的幅度不能任意

地选择
,

当 , 增加时这些幅度一般趋于零)
。

所以如果一离散时间函数的谱估计值是由协方差函数的有限截段得到的
,

并且相应协方

差矩阵是非退化的
,

则必须考虑到即使协方差函数的值精确地 已知
,

也存在无穷多个相应的谱

函数
。

同时
,

在任何频率 入上不存在谱密度的上界
,

因为总可以安排一个 占函数出现于频率

入处
。

尽管如此
,

在这种情况下对用某种谱窗平滑过的那些谱函数还是能够得到某种上界和 下

界的
。

特别有如下定理成立
。

定理 设 w 恤)为一谱窗
,

即 入的一个实周期函数
,

周期为 2 ,
,

可微 r 次 (, > l)
,

并

}。
‘

r ’
(入) }( K

这里 K 为某个常数
。

我们用 B (劝表示与谱函数 F (劝 的关系为方程(1) 的协方差 函数
。

于是

基于协方差函数的有限截段(3 )
,

对于平滑过的谱

一 25 一



(: 二)一

!{
,
叨“ 一 入

。

)‘(入,

存在如下的上下界
:

艺 、户x P(
一 ‘入。儿)B *

(无)
一 K B (0) ,

一 『

〔(4 / 二
,
)10 9 (仍 + 1) + 4 ]

‘ (: 二)一

!{
二
功〔入一 入

。

)d F 〔入,

( 习 。户x p (一 认
。
无)B *

(几) + 及B (0 ),
一 r

〔(4 / 二
,
)10 9 (。 + 1 ) + 4〕 ( 8 )

其中 , 。
是函数 。 (入)的付里叶系数

:

“一 (”)
一‘

}
_ 二e x p (一 ‘入称)‘(入)‘入

证明在附录中给出
。

根据这个定理
,

我们可以估计为谱窗。(入一 入0) 所截取的连续的和离散时

谱分量对功率的贡献
。

譬如
,

用宽度为 刁 的 Pa
r z e n 窗 (见 Je n k io s 和

1 一 6 (入/ 刁)
. + 6 {入/ 刁!

.

, (1 一 }入/ 刁 })
.

0

W
o tts ,

1 9 6 9 )
:

1入 }叹刃2

刁/ 2 《 }入 }《 刁

刁( 1入 }《二
( 9 )

r.l呀L

一一
、J矛、八

一

r、
叨

容易证明
,
。(入)的二阶导数存在

,

并小于 1刀护
,

同时(Je nk ins 和 W at ts ,

19 6 9)

3 刁 r
材2无=

一

代万- - l
廿汀 ‘

s in (总刁/ 4 )

忍口/ 盛

对于 B (k)
,

我们取自回归协方差
:

B (无) ~ “ I“ 1 10 1
、

( 1

F
‘

(入)二 (1 一 。 ,

) (1 + 。, 一 Z c o s。入)
一 ’

我们假设 刁一 1 , 。 = 。
.

5
,

、。 =
粤
二及 m 一 5 0

。

然后取两位有效数字
,

积分
‘

(: , )一

{{
二
。 ‘入一‘

。

, dF ‘入, 一‘, 二, 一 ‘
‘

二匕里竺翌还卫立益
一 劣 1 十 G 乙

一 2 “COS 入
(1 0 )

等于 0
.

0 76
。

取同样的精度
,

和式

艺 。 * e x p (
一认。无)B * (无)

等于 0
.

0 7 7
,

而

K B (0 ),
一 f

〔(4 / 二
,

)109 (, + 1 ) + 4〕= 12
·

5 0 一 ’〔(4 / 二
,

)10 9 5 1 + 4」

等于 0
.

0 2 7
。

所以对于积分 (10) 的真值 0
.

0 76
,

我们求得上下界为 0
.

0 7 7 士 0
.

0 2 7
。

我们看到
,

即使对于比较大的 , 和相当宽的谱窗宽度 儿上下界 (s) 也只是给出对于(1 0) 的相当粗糙的右

针
。

自然
,

当 协 和 刁 减小时
,

估计(s) 变得更坏
。

因此
,

当只知道协方差函数的一个有限截段
,

对真实的谱没有任何先验信息时
,

我们不

应该提真实谱而应该提真实谱的整个族
。

一 2 6 一



、 今 ; 、 ‘ 「

二
、

由协方差 函数的有限截段恢复谐波的新方法

在这一节里
,

我们要利用伍时heo d or y的下述定理(氏eg 6新作之证明见G re na n

der 和陇吧舀
,

1 9 5 5 ,

第 4 章)‘

定理 设 气
,

⋯
,

‘ 为复数(不全为零)并假定 。> 1
。

则存在某个整数 r ,

1 《 , ‘ . 以 及

实数 内 和 。j“二 1 ,

⋯
,

r)
,

使得 内> o , 一 二< 听《二
,

并且当 j子 无时 叱沪 。
、,

同时使得数 列
‘ * 的下列表示式成立

:

r

c “一

翼
l p , e x p (‘“ ,无) “一‘

,

一 ,

常数内 和 。 , 是唯一确定的
。

我们现在来研究协方差函数 B (k) 的截段 (3 )并在 侃rat b eo do ry

1 ,

⋯
,
。

。

于是由(n )得到 B (的的下列表示
:

B (无)一买
l p , e x p (‘“‘介) “一’

,
‘ ’ ‘

,
桃 , 兮r 镇琳

当 介一。
,

则一般有

B (”) > 月
1 “,

定 理 中令 c * 一 B (幻
, 几二

、,产、产n山nJ,11
.

1了
.

气了.、

由 S沈9 6 的证明可知
,

当且仅当矩阵 B 是退化的时候
,

‘

(1 3 )中的等号成立
。

若 B 是非退化的
,

严格的不等式成立
。

在这种情况下
,

我们用 p 。

记 (1 3)左方和右方之差
:

P。= B (o
)
一
叉p

J 吕1

因为 B伍) = B *
(一 凡)

,

对于 B伏)我们有如下表示式
:

”(“) 一 p 。“(“) +

买
l p , e x p (‘。声) l“ I‘ ,

(1生)

(1 5)

其中占(0 ) = l,

当 无笋0时占伍) = o ;
对于非退化矩阵 B

,

户。> o ; 对于退化的矩阵 B
, 户。 = 0

。

方程(16 )提供了用一组谐波或许还有一个相应于 白噪声的占函数之和表 示 协 方 差 函数

B (的 的截段的方法
。

应当注意
,

如果真实协方差函数由犷 个谐波(其中 r ( 悦)
,

可能还有一个占函数组成的话
,

则表示式(15 )给出真实的频率 叱 和振幅 内
,

因为按 Ca rat he o
do ry 定理

,

这些量是唯一确定的
。

但是如果
, > . 或者如果 B (k) 包含某些非白的谱分量

,

则 (1幻所给出的 叨 和 P, 可能不是真

实的频率和振幅
。

下面我们将评述这些数与真实谱之间的关系
。

若 B (的为实的
,

则为了得到实的余弦谐波
,

(15 )中的复谐波数目必须为偶数
,

并 以复数

共扼对出现
:

PJz = 户祖 QJ 了i = 一 。j :

户j le x p (乞。 jl凡) + 户j , e x P(‘。, :无) = 2尸j : c o s
(。 ji介) (1 6 )

因而对于实的 B (劝
,

表示式 (15) 可写成如下形式
:

B (趾)一 p 。占(无) + ”

尧
l p , “0 “

(“ , 无) }“} ( ,

其中 , 《 , / 2
。

于是如果在实的协方差函数中余弦谐波的真实数目不大于 , 邝
,

可以从长 2 , 的协方差函数截段中精确地找出来
。

(1 7 )

则这些谐 波

一 公 一



现在
,

我们根据 G

~
n d e r 及 8 : 电6 (19 5 8) 的作法来说明确定 r ,

P, 以及竹 的方法
。

确定 , , p i和 。j 的算法 算法由四个步骤组成
:

1
.

求 , *
一

1 阶矩阵 B 的最小本征值 补。; 其重数记为 , 。

肠。

等于(1的中的 占函数项的幅度
p 。。 如果 p 。“ 0 ,

则 (1 5) 中的 占函数项等于 0
。

下述两种情况都是可能的
: v ~ 1 和 , > 1

。

如果
, ~ 1 ,

在下面我们就考虑矩阵 B 一 种01
,
如果

v > 1 ,

我们就考虑矩阵 B 一 补01 的阶数为
f + 1 (其

中
r “仍 一 v

)的主子式
。

将此子式记为

B (1)

B (o ) 一 灿
.

B (
:

)

B (r 一 l)
(1 8 )

B (o ) 一 l」。夕
、声�.�十

。。.

r

一

f
B (o ) 一 仲

’

(”
一

‘)一
⋯
”(
丁
‘,

甲 ( 一 r) B (

于是矩阵(B
一 ”oI )

,

的秩为
, ,

其阶数为 (r 十 l)
。

2
.

求 ( B 一 尸01 )
,

相应于其唯一的零本征值的本征矢量
,

3
.

求方程

p o + p i 芯 +
‘

二 + 乡
r之r

二 0

将其诸分量记为 , 。,

丸
, ‘ ’ ‘ ,

卜
。

的根
,

把这些根记为 叭
,

⋯
,
朴

。

这些根都是不同的
,

模均为 1,

z , = e x p (‘“, ) 一 ‘< 。 , 簇 ‘ j“

数 叭
,

⋯
, 。

,

为所求谐波的频率
。

( 19 )

故可把它们唯一地写成形式

1 ,

⋯
, r

4. 正如 G re na n d 6r 和 Sz eg 6 ( 1 95 8 )所证明的
,

振幅 P, 可以用 艺: ,

⋯
, ‘,

来表示
。

在此我们

给出 内表示式的另外一种推导
,

这对于数值计算也许比较方便
、

振幅 p , 满足线性方程组
r

翼
, p , e x p (‘曰 , k ) 一”(“) 一 ”。占(“) l“l‘” ( 2 0 )

现在我们来说明
,

如何从 ( 2 0 ) 推导 出确定p l ,

⋯
, p

,

的实线性方程组
。

首先假定绝对值 }。
、

{

阮 {都不相同
。

于是由差分方程理论 ( G el fo nd
,

1 9 6 9 )可以证明
,

当 吟沪 o ,

竹 价 “时
,

‘
s in 。

:

、,了、,
产,二O习n召0习

J
r气护叮、

d 。: 1
“in : 。 ,

8 1 n 口 ,

s i n Z。,

s in 。
, 、

s in Z。
,

笋 0

火日i llr o z 8 1n r 旬盆 8 1n 尸份
,

牙

旬 i

(犷
一 1 )。

1

1

e o s田,

1

00 8田
r

笋O

。。( , 一 1 ) 。
: ⋯ c o “( r 一 1 )。

,

夕

如果 。 1 ,
⋯

, 。
,

中没有一个等于 。或 , ,

对于 k = 1
,
⋯

, r 我们可以取方程 (2 0) 的虚部
:

翼
: p , “n “ ,“一 I mB (“) “一 1 ,

⋯
, r

因为 ( 2 1 )
,

方程组 (2 3) 唯一地确定振幅Pl
,
⋯

, p
, 。

如果某个
r 一 1 可取方程 ( 2 0 ) 的实部

:

( 2 3 )

叨 = o 或 。j = “ ,

对于 趾二 0 ,

1
,

⋯
,

r

尧
, p , 0 0 ““ , “一琳B (“) 一 ; 声(“) 介~ 0 ,

⋯
, r 一飞 ( 2 4 )

一 2 8 一



这个方程组的行列式即为(2 2) 式
,

因而是非零的
。

现在假定在 。 1 ,

⋯
,

。
,

中
,

有一对有相同的模
,

譬如说 。、= 一 。 , ,

而其他 网司
,

不同
。

把(3 3) 和 (24) 中有 。 ,

和 听 的项放在一起
,

我们有

户; sin o i无 + p : s呈、
一
k 二 (p , 一 p i

)
。in 。, 无

p
tOO

s o i无 + 户:

阅“
s k = (p , + 户i

)
e o s。 : 介

~ 侧
我们记 户: 一 p i = p , , p , 十 p ‘= p s

现在不再考虑(2 3) 和 (2 4) 而考虑截断了的方程组

户, s in 。 ,
七十
艺 户js in 。 ,无= Im B (k ) 无= 1

,

⋯
,

r 一 i

p , oo ““, 无 +

翼
3 p , “o“。 , “一

Re8 (介) 一 ”
。
占(“)

在这些方程组中
,

所有的模 {。公
,

{。
:

}
,
⋯ lo

r

}都不相同
,

~ 灯
以确定内

,

内
,

内
,

⋯
,

马
,

由这些值我们得到

无= o , i ,

⋯
,
护一 , (2 6)

所以利用方程组(2 5 )和 (2的我们可

p :
= 夸(内 一

‘
不)

当有几对频率只是在符号上不同时
,

p , 二言(p : + ,
:

) (, 7 )

这个方法是适用的
。

在把(2 3 )和(2 4) 中相应的对组

合在一起之后
,

求解截断了的方程组
,

然后用 (2 7) 去求各个振幅
。

。j = 。或 . j = , 的各项 总

是由(2 4) 去确定
。

应注意
,

对于实的协方差函数我们用方程组 (17 )而不用(2 0)
:

,

典
;。, 00 8。 , “一 B (“) 一 ; , (k ) ,“. 、。 (: 8 )

模 }。 :
!

,

⋯
,

{。
,

{都不相同
,

可以对于 介= o ,
1

,

⋯
,

一 1 使用方程 (2 5 )
。

由于(, , )
,

这个方 程

组的行列式不等于 0 ,

故 Pl
,

...
, p ,

是唯一确定的
。

于是数 。j 和 Pj 的推导完毕
。

很清楚
,

当。 的值到几十时实际上可以在数字计算机上采

用这个算法
。

三
、

关于 PE

(习和由协方差函数的截段所确定的谐波之间的联系

现在我们假定矩阵 B 的最小本征值 户。

是单重的(
v = 1) 且 内> 0

。

于是
r ~ 二

,

并容易证

明
,

除一个常数因子之外
,

多项式 (19 )可写成行列式

B (o )
一 灿。

B (一 。 + 1)

名,

B (l)

么m

B (m 一 1 )
(2 9 )

B (一 , + 2 ) ⋯ B (0 ) 一 脚。

夕

D耐

1卜
:

(--
/.

陈尸|娇

etd

对于 林< 拼。,

我们用 p 二 ‘”’
(入)记矩阵 B 一 脚I的最大嫡估计(ME E )

: 矩阵(B 一 户I)
一 ‘
的第一 行

记为 月
。。

(环)
,

相应带符号的子式记为 B0
。
(户)

:

o , 二、 _ B
。。(拼) 二 _ 。 ,

_

尸‘“、尸 / 一
不玉丈万不万

万一 ” , 工 , ”
‘
’

仍

我们看到多项式 (2 9 )的诸系数等于 B0
。
(户)

。

但是由方程(幻
, P .( 入)中的系数 几

. 可写成

一 2 9 一



几
* = 月。* (o) 二

B 。*

(0 )
d e tB

无= 0 , 1 ,

⋯
,

惕

已经知道 (G ”n “。d e r 和 S z eg d ,

珍58
,

第 , 章)
,

如果 de tB > 0, 则多项式

晋
。

_
。

1 召 n
, 。 、

_ 。 。

么P0* 扩一万丽彭是i鲡又刃z ~

“

的所有根位于复
名 平面上单位圆之内

。

用 多:
(户)

,

⋯
,

‘(肿)记多项式

艺
介 = 0

的根
,

对于 灿< 户。

有

月
。,

(协)
: 抢=

de t (B 一 户I) 轰卢
, (”)“

‘一” (3 0 )

、J尹、、护,土2nO3
口产、、产‘、

}
: j (拼)! < 1 ,’= 1

,
2

,
⋯

,

仍

由(3 0 )我们看到
,

当 ”个户
。

时
,

根 : , (仲)趋于多项式 (2 9 )的根
,

即
「

‘
·

‘ : j (拼)、
e盆P〔灿力 当 ” 个玛犷夕= 1

, , 二 ,

“

由 ME E P
:

(入)的定义(5 )
,

有
r 万

(2‘)
一’

}
_ 二e x p (‘入无)p 二

(入) d入二 (2‘)
一 ’ 月

。。e x P(认无)d入

}扮
= B (k ) }k {‘ ,

在积分 (3 2) 冲作变量代换
‘

:

C= e x p (‘入)

我们求得

兰遍
~

不
见泥 J }氢

”
。, ‘J

l
’

= B (无) 4无 {( . (3 3 )

其中积分路径围绕在复乙平面上的单位圆
。

类似地
,

对于矩阵 B 一对
:

几
。

工 护
一 1

成 _ 。 , ‘、 _ .., 、
、 { 、 . , _

~ 言二丁甲下六万一一一一一一- ~ 一而一 p 、伪 Z 一 户明
J 、扮 / l几 {、 ,’.

汤奋‘ J I , ‘ , 。 ,
_

_

、 , ‘ 1-

! 亩二 P o j气户夕‘
口

}

(3 4 )

假定 (3 4 )分母的所有的根 粉 (补)是各不相同的
,

由复留数理论我们有

, (“) 一 ; ‘(“)一

典
, 。, (“, 一

‘
(; )

; ‘

“一“
) ‘,

一
对于 k < O ,

等式(3习改为相应的复数共扼表示式公

由(5 2)和(3 5 )我们有
,

当 神 个户
。
时

B (介) 一 ”声(无) 一买尹
, (”

。

)’ , ‘(娜
。

) “一”
,

‘
, ”

’
,

‘

将 (3 6 )和(1 6 )进行比较我们得出结论
: 户j (”

。

) = 户j ,

故

(35 )

(3 6)

买
lp , (协 ,

‘, ‘(” ,一买尸
, ’x ,

分
‘ , “, 无“。 当 娜 ’”

。

或以谱的形式
‘ ,

们 .

P二 ‘”》
(入)一艺 户, 占(入一 o, J

) 一 , < 入《 , 当 ” 今户
。

这个式子使得这个估计方法的某些振幅特性看得很清楚 (比较玩。,
,

1 9 7 1 )
,

同时说明为什

么有时枕
E p E

(帅能较好地从白噪声背景上分离出谐彼来
。

很清楚
,

从矩阵 B 中减去某对角

一 3 0 一



矩阵 户01 会使得压co 88 的例子中的谐波得到精确的确定
。

少

在取极限 仲 个灿
。

之前 ,
(3 4) 中的被积函数可分解成形如

l
。矛‘一 : s (脚)I

一 ,

的一些简单分式
,

可把它们看成是 (3 7 )中占函数
.

创入一 。力的
‘

平滑过的
’

的形式
。

因而 可 把

尸;

(入)看成是函数

” , +

奥lP
, 占(入一 “ , )

的
‘

平滑
,

形式
。

当 户 朝着 拜。

增加时
,

这种平滑作用趋于消失了在 ” ~ 脚。 的极 限情 况 下
,

尸抓入)被分解成一些纯粹的谐波
。

如果真实谱是连续的
,

则在其
‘

线性
’

谱表示式 (3 7 )中的谐波 p 广恤
一 。力将

‘

勾画出
’

真

实谱密度的轮廊
。

. 越大
,

这种勾画将越加细致
。

有的时候
,

线性谱表示式(3 7) 可以给出简便的谱的参数化方法
,

这在实际计算中也许是

有用的
。

四
、

原始数据的微小随机扰动

现在我们来考虑当协方差函数受到加性随机噪声干扰的情况
。

这意味着在方程(1 5) 中频

率 。 , 和振幅 Pj 也是随机变量
。

因为它们是噪声的非线性函数
,

一般不能表成噪声的显函数
,

所以要得到它们的统计特性是非常困难的
。

因此我们认为噪声振幅足够小
,

小到可以用微扰

方法(见譬如 浇lfa n d
, 1 9 6 6 )

。

假定有一段受到扰动的协方差函数 B (k)
:

B (无) = B (无) + ‘若(介) !无 }《。

其中 B (劝是真实协方差函数
,

苦(的是随机嗓声
,

若价) = 犷 (一 k)
, ‘是一小的实参数

。

按 我们

的假定
、、了、J
奇

�料�O八 目QOJ
‘

了气
矛
了、

我们进一步假定

de tB > 0

及以 1

,

B (无) = B * ( 一 无)
。

的概率

d e t B > 0

我们假定噪声 普(的的头两阶矩存在
。

把这些矩的实部和虚部分开表示
:

E Re 普(儿) ~ a * 凡= o
,

1
,

⋯
,

“ ,

E lm 歹(左) “ a , * 无一 1 ,
⋯

,
“

刀 [ R e
断(k ) 一

a *兀R 。
荟(j)

一 a J〕~ cr (k
,

j)

E [ R e
奢(无) 一

a 。」〔I m 杏(j) 一
a , + , 〕= o- (无

,

。 + i )

几,

j“ 0
,

1 ,

⋯
,

哪

无= 0
,

⋯
,

饥

萝一 1
, ·

“ ,

机

E 仁I m 普(无) 一
a . 十 *〕[ I m 普(j )

一 a . 十 , 〕= 。 (。 + 儿,

, + j) 无
,

夕= 1 ,

⋯
,

。

用 a 记 (4 0) 的列矢量
,

用习记 ( , . + 1) 阶对称协方差矩阵 。 (无
,

j) * ,

j一。
. .

⋯
, , 。

我们假定在 B伍 ) 的表示式 ( 1 5 ) 中
r = 饥

,

即

召(无) 一 p户(无) +

买尸
, ’x p (‘田 , “) }州‘” ( 4 2 )

一 3 1 一



、了刀、少
,

,口‘生月生J生了
.、Z气
�

于是对于足够小的 ‘,

协方差函数 B (幻将以任意接近于 1

云(“, 一 ; · (“,”(“) +

典尸}‘
8 ,

·x p〔‘。 , ( “, “〕

表示
,

其中 p , ( ‘)和 。 , ( 6 )是 ‘的随机函数
,

且

的概率用类似的形式

1介}( 汤

户, (‘) ~ 户j

。 , (‘)‘。 ,

f = O,

i
,

⋯
,

份

, = 1 ,
⋯

,
仍

当e ‘0

在点 ‘= o 的邻域
,

函数 内 (幻和 “ , (占)可微
,

可表为如下形式
:

~ 澎
户, (s ) = p , + ‘p , + ‘, p , + ⋯

~ 肖
“ , (‘) ~ “ , + ‘。j + ‘, 。 , + ⋯

我们希望求得函数 Pj (幻和 。j ( ‘)主要的线性部分
,

对于足够小的‘
,

以接近于 1

有
:

( 4 j)

( 4 6 )

的概率我们

p , ( ‘) 澎户, + ‘户,

(4 7 )
。 , (乙) 澎 。 j + ‘。 ,

将 ( 4幻和 ( 4 6 )代入 (4 3 )
,

把指数展成 ‘ 的幂级数
,

并使 6 的诸系数相等
,

我们便得到

“。3 (无) +

买
,

( p , + p , “ , ‘k ) e x p (‘O, , “)
:

一普(介) }k }“ (4 8 )

分别取 ( 4 8) 的实部和虚部
,

得到 2。 十 1 个实未知参数 Po
,

⋯
, p 。 , 。 , ,

⋯
, 。 . 的 2, + 1 阶实线性

方程组
。

对于 无= 0
,

我们得到一个实方程 (4 8 ) ; 对于 称= l
,

⋯
,

, 我们 由每一个复方程 ( 48)

得到两个实方程
,

总共得到 2 . + 1 个方程
。

对于 七= 一 1
,

⋯
, 一 ,

,

方程 ( 4 5) 没有提供任何附

加信息
,

因为这些情况是 花为正值的那些情况的复数共扼
。

现在我们来证明
,

相应于 (4 5) 的齐次方程组
,

即 《幻 , 。,

只有一个零解
。

的个数与未知参数的数目一致
,

故 (4 8) 有一非退化的矩阵
,

其解是唯一的
。

因此我们必须证明
,

如果

爹(无) , 0 }七 {‘ .

则

因为方程 ( 48 )

、、尹、J尹Q甘0侈仍

P o = 0 户, = 。 , = O j二 1
,

⋯
,
份

正如上面在第三节中所证明的
,

参数 户。和 P0 (幻分别是矩阵 B 和

( G
e lfo n d

, 1 9 6 6 )

最小的本征值
。

大家知道

p , 一

砚
。。p‘p , *

梦(卜 , )

其中 , 。,

⋯
, p . 是相应于本征值 p 的 B 的归一化本征矢量的各个分量

。

们由(5 1 ) 得到p 。= 0
。

现在方程组 (45) 有如下形式
:

( 5 1 )

因此如果 抓k) 二 o ,

我

、了、
.声O曰臼」吞5

j
r、
‘r、

. 月 产阳‘州
‘

,n 产、, 子

尧
: p , ’x p (‘田 , “)

+ ‘无

买
, “ , p , el p (‘“ , 七) 一” }介}‘ ,

2仍个函数

f J (无) = 无e x p (‘。 , 无)

a j (无) = e x p (‘。j无)
夕“ l ,

⋯
,

,

一 3 2 一



是常系数的 2。 阶线性差分方程

L (S )f(无) = o !k }《协

的线性独立解(见份Ifa n d , 1 9 5的
,

其中 S 为位移算符

S f(七) = f(无 + 1 )

L (S )是 2 , 阶的差分算符
:

(54 )

L (S ) = 万 [ S 一 e x p (‘。 , )〕
’

J二 l

因为函数〔5 3 )是线性独立的
,

并且在 (5幻中方程的数 目大于差分方程的阶数
,

零解(5 0) 一这就是我们要证明的
。

对于 无= 0 , 1
,

⋯
,

.
,

我们现在把方程 (45) 分成实部和虚部
:

(5 5 )

所以 (5 2 )只右

, 。占(无)
+
艺 , , 。0 5

(。 , 无) 一 无习
_

。 , 户, 8加(。 , k) = Re 断(无) 无= o ,
1

,
⋯

,
.

J ’ I J ’ l

又6 6 )

买
l p , “n

(“ , 七) 十 “月
, “ , p , c o “

(“ , “卜 I呵(k ) “一‘
,

一仇

为了把这写成矢量形式
,

引入未知参数的列矢量 劣
。

￡ 的诸分量为
:

公。= Po ,

⋯
, 公. = P。

(5 7 )
, 份 + i = 。 i ,

⋯
, 名枷 = O, 仍 J

类似地
,

我们引入(5的右方部分的列矢量 荟
,

其分量为

普
。 = 戮。)

,

若
, = 凡戮1)

,

⋯
,

氏二

普
. 十 , 二Im 普(1 )

,

⋯
,

若
s ,

用 D 记方程组 (5 6 )的矩阵
:

R 。
舀(. )

Im 若(, )
(5 8 )

00000 CO 只《一, z

⋯C O S 公 用用

00000 CO S爪 . 王⋯ C韶m . mmm (石9 )

子是方程组(5 6 )可写成

D 沈 = 梦 (6 0 )

根据已经证明了的
, d et D 裤 0

.

因而方程(6 0) 的解可写成

劣 = D 一

塔 (61 )

其中 D
一 1

是 D 的逆
。

由(6 1) 我们可以求得 劣 诸分量的各阶统计矩
,

特别是它们的平均值矢量

b 和它们的协方差矩阵 W

b = 忍劣 = D
一 ‘

E 若一 D
一 ‘a ,

其中
_

气 ~ E Pj

气, E 户。 j= 1 , · 、份
·

(6 2 )

b。+, = E 。 ,

一 3 3 一



W ~ E (劣 一 b ) (劣 一 b)t = E D
一 ‘

(若一 a ) (若
一 a )

* (D
一 ‘

)
*

, D 一 工

艺(p
一’

)* (储)

其中星号表示复数共扼矩阵或矢量
, a 和 艺 按(4 0) 和(4 1) 定义

。

因此被扰动参数的近似平 均

值为

E 户, (‘)岛 p , + ‘E 户, = p , + ‘b , 了二 0 ,

⋯
,
饰

j二 1 ,
, , ·

,

哪} (64 )

E o j (‘)“。 , + ‘E 。 , = 。 s + 6 b耐 ,

被扰动参数的协方差矩阵为 扩砰
。

对于实际使用
,

知道在(4的和(4 6 )中被忽略的护 项有多大是很重要的
。

把(4 6 )和(4 6 )代

澎 侧
入 (4 3)并使 ‘. 的系数相等

,

我们便得到二次修正量P, 和“j的方程组
:

命(、) ·

髻
ex p (‘。 , ‘) ·‘“

羹
1

二
; , ex p“。 J“)

}介{( 协 (6 5 )
一匀「粤

。, (司、)
, 一 ‘* 瓦矶几

e x p (‘。 , k)

j 二 1

“
曰

侧 目
它只是右方不同于(4 5)

,

所以方晒雏且(6 5 )总是有唯一解
。

我们看到
, p , 和o, j 是噪声 苦(的 的

二次泛函
。

如果已知戮的 的三阶矩和四阶矩
,

按推导 (6 3) 和 (6 4) 相同的方法就可以求得

: ;命
:

和联:,)
, 。

如果

E (e , 户 , )
’

《君(e 户 , )
,

二(。:

言
, ) : << 刃(。砚)

,

i = 0 ,
1

, 一

j= 1
,

⋯
,

(6 6 )

则在(4”)和〔4 6 )中二次修正量可以忽略
,

线性沂似 (4 , )是合理的
·

当在 B (劝的表示式 (1 5 )中 , < . 时
,

被扰动函数云(幻 的相应表示式一般仍然包含 , 个

谐波
; 也就是说将出现有虚假的振幅和频率的一

, 个似谐波
,

它们的幅度有 。的量级
。

在

这种情况下
,

扰动的统计分析要困难得多
,

因为即使对于Pj 和。 j ,

方程组也是非线性的
。

对于这种情况
,

用一种粗糙的简化方法是有其价值的
:

如果我们发现在(1 6 )中有 , 一 r
个

振幅 PI (句有 ‘的量级
,

则有可能取被扰动协方差函数长为 沙 而不是原来长为 2协 的截段
,

并象上面那样进行扰动分析
。

我们注意到
,

为了在实践中用(6 3 )和(6幻
,

必须知道矩阵 D
,

而它则依赖于真实未知参

数 Pj 和 “j 。

实际上
,

我们通常把由数据得到的被扰动了的参数 P, (幻和 。 , (幻代入矩 阵 D
。

这种方法的可行性在于这样一个事实
:

被扰动的矩阵 D (幻
,

即在 内 和 。 , 位置代以 内侈)和

。 , (‘)的矩阵
,

与真实矩阵 D 只是差一个阵元大小为 ‘量级(对于充分小的 幻的矩阵
。

当然
,

还是必须小心
,

当某些频率 叭
, 。 ,靠得很近或当噪声不小的时候更是如此

。

估计 D (动中‘的

线性项
,

即认为

~ 侧
D (‘) = D + ‘D + e , D + ⋯

然后证明这一项可以忽略将是可能的
,

但在此我们不这样做了
。

对子实的协方差函数的情况弘
’

我们类比于 (4 5)
,

(5 , )及 (“)把方程写出来
。

这些方程稍稍

不同于那些复表示式
,

但所有的证明和讨论几乎与复数的情况完全一样
。

一 3 4 一



假设在(17 )中
,

, = . / 2
, 。 , 笋0及 }。 , . < 二

。

对于 (4 8 )我们有

p o
a (无) 十 ’黔

, “o “
(“ , “) 一 2趾

茶
; “ , p , “‘n (。 , 趾) 一若(殆) l“I‘“一” (6 7)

矩阵 D 的形式为

2

Ze os 公 i Zc OS . ,

O

一 2 户z s in . i

0

一 2尸夕i s in 。 ,

佗c o sp o i

⋯ ? c o s p . ,

Ze o s
(P + 1)。

,

⋯ 仓e o s (P + 1 )。
-

Ze o s Z P . t ⋯ Ze o s ZP . ,

一皿户
1 , in p o i

一皿(p + 1 )户
, s in (p + 1)。

: ⋯

一4 P户声in Zp o i

一 2 尸, l sin P公 -

一 , (p 气1 )户
二s in

(p + 1 )。
,

(6 8 )

一 4 P尸, s in , p 。 ,

i八V
。。,�Un
·
。.

n/

⋯
\

对于 (5 5) 我们有

舀
。= 若(七) 无= 0

,

1
,

⋯
, 2 , ( 69 )

对于 ( 4 0 ) 和 ( 4 1 )我们有

E 若(介) 二
。。 无= o , 1 ,

⋯
,

, , ( 70 )

E [普(介) 一
a 。〕[苦(j)

一 a , j = 。 (介
, j) 几,

夕= o
,

1 ,

⋯
, , , ( 7 1)

矩阵艺的元素为 cr 伍
,

j)
, 抢,

i = 0 ,
⋯

, 2 ,
。

作了这些改变后
,

方程( 6 0 )一 ( 6 4 )成立
。

对于 ( 65 )

我们有方程组

兵
1

[户j o o a
( 。 , 介) 一 无。 , p js in (。 , 无)」

一

典
;〔告

。、(“砚, , e o s (。 , 介) + 户, 。 , 无s i n (。 Jk )

幻幻
行钾‘‘

声
r、了气无= 0 , ] ,

一
, Zp

徽扰法应用实例 假设

B (七) 二Po8 (介) + 户、e x P(玄。
i k ) 】无}《 1

矩阵 D 和 D 一之
为

1

0 0 日旬 i

日I n 田 l

一 0 0 8旬 i

c 0 8 O i

一 P i 日i n o i

P i c o 吕。 i !
( 7 4 )

一 8 1n 旬1

3 1n O J

一 户i 一 ls in o i P一 l e o s田 i {

1二00
1 .
100

尸...‘!.lesesL工IJ
l

l
J

D 一 l =

我们进一步假定曹伍 )为一复高斯过程
:

E若(。) = E 若( 1 ) 二。

E 苦
,

( o ) ~ 。I
E 若(0 )荟

*
( 1 ) = 0

E [ R 。
普( 1 ) ]

’
~ E 〔I m 若( i )〕

’
~ 。 ,

;
000-:o尹。b00

一!
1.

!.weesL

一一万

由(6 2 )我们 有

E 户
。= E 户

: = E 。 : 节。

由( 6 3 )我们有

一 , 5 一



, ‘‘万les,J I

,

00
-i

P

‘’评一‘
’”一 ‘

艺(

一{
另 一 1

一 1 1

0 0

(7 5 )

现将参数 P0
,

p :

和 。 1

的下列数值代入
:

户。= 1
,

户: = 10 , 。 : 二毖 / 4
, B (o ) == 1 1

,

B (1 ) = 1 0 (1 + ‘)/ 2 ’/ , = 7
.

0 7 + ‘7
.

0 7

我们假定 护, , ~ D
.

ol 并取噪声值

‘奋(o )二 一 0
.

1 ‘爹(1 ) , 0
.

0 3 一 0
.

0 7‘

于是所观察到的被扰动的协方差 B (的为
: ‘

尸、 厂、

B (0 ) = 10
.

g B (1 )二 7
.

1 + 7玄

利用上面第二节的算法
,

我们求得

p 。(‘)= 1 0 、 , 一丫丽而了二 0
.

9 2 9 5

_ _ r- , , . 、 , 7
.

1 + 7落
, . 、 _

.

1 _ 。 八 。 .

e五PL 乞田i 弋。夕J =
,

一丈二
-
几二- - 毋 i又o 夕局 气厂“ 一 U

·

U U ‘

廿协
·

怪工
_

性
-

p l
(‘)一甲丽落了。

。
.

。,

由(7 6 )我们有

E 〔两(‘) 一内〕
’
二 2‘, , , = 0

.

0 2

E [户
:

(8 ) 一 p l〕2 二 ‘, o- , = 0
.

0 1

E 〔。 i
(‘) 一 。

i

]
, 二

‘, 叮 召与
’

p i , 澎瓦兀盯
= 1 0一

澎
现在我们来估计二次修正 ‘认

,

方程(6句的形式为

二
+

澎 澎
.

‘, 。 :
及‘乍

i。

澎
Pi
二 0

澎
P i e 0 8 . i 一

澎
.

1 ~
。

‘~
,

。 , p ‘sin Q, ‘
= 丁 p ‘ OJ “c o 日0, 1 + 户1 。‘8 王n O I

澎
.

侧 1

p l s i n 山 ‘ + 。 ‘p i e o 吕. 1
二丁 p

J

气“
尹 . ‘ 子

1 0 1 , s in o i 一 p i公 1

00 5。 :

因此我们求得

1 ~
一
丁 Pl 叭

澎 1 一
P i
二芍

~
Pi田i

‘

澎
切1

_ 一

Plco l-

P i

。

Po=

由 (7 6 )我们有

、
‘

l
|
卫

|、
、J诊

l.
lee
,1.夕灯

E (‘
, 户。 1

夕
一

=
.

1 一

性

日.
E 0 1‘=

3 6 4 0- ‘

Pi 一 4
倒 7

.

石x 10 一 9

澎
E (‘

2 p l

)2 = 7
.

5 x 1 0 一 , (了6 )

澎
刃(‘

, 。i
)

.
‘

己4 『4

Pi 4
二 1办一 ,

— 3 6 一



及 刀(6户。)
, = 2‘

, 。 , = 0
.

0 2

刀(‘户
i

)
, 二‘, 。 , = 0

.

0 1
(7 7 )

刃(‘。
:
)

,
二

6 , a ,

Pi ,
二 10

将(7 7 )与(76 )比较
,

我们看到在这种情况下二次修正 护Po
,

多
,

因此可以忽略
。

澎 侧
护 p 、

和 护 。 ,

都比线性 修 正 小得

⋯
护
灯

一

结 论

我们所描述的由协方差函数的有限截段恢复谐波的方法可用于谱函数含有跃变或不连续

性的非各态历经过程的情况
。

协方差函数中诸谐波的振幅 Pj 就是经过系综平均了的过程的谐

波平方幅度本身
。

然而
,

这种方法也可用于在实际上经常碰到的一种不同的情况
,

即当所观

察到的时间序列 城劝包含某些振幅和频率未知 (但不是随机)的确定分量加在有连 续谱 的随

机分量上的情况
。

在此情况下
,

由过程的单次实现所得的样本协方差函数将包含同样的那些

谐波
,

但又迭加上一些由于该实现的长度有限而引起的成分
。

可以把这些迭加物认为是噪声
,

因为它们随着实现的长度增加而减小
。

这就使我们提出把这里所描写的方法应用于
‘

隐藏着的周期性
’

的问题 (譬如见 W hi tt le.

1 9 5 2 或 Se r e b o n u iko
v 和 Pe

r
vo

: v a朋k y
,

i , 6 5 )
。

这个间题是这样的
:

观察到时间序列 ‘
(无)

‘
(k )于幕

1, , e x p仁‘。 , k + ‘价J〕+ ”(“) }““‘T

其中 , (的是噪声分量
。

问题是要估计谐波的振幅 下 J ,

频率 o, j 或许还有相位 价j
。

把现在的方

法用于这个问题就要计算样本协方差函数
:

洲、 、

T

B (“卜 (, T + ’)
一‘,

翼
.

, * , (j)
, *

(, 一 “) !“}( “
,

, << ,

然后如上所述用长 2 , 的 B (劝 的样本
。

在用 B (的而不用 城幻 时
,

我们当然损失 了相 位信

息
,

但在确定了频率 吟 之后
,

相位 价j 就很容易从 城劝用标准的最小二乘法求得了
。

当然
,

隐藏的周期性间题可用其本身而无需用协方差函数分析来处理 (其讨论 见 Pi sa re -

泳
。 ,

19 7 3 )
。

但是这里所提出的方法的作用在于
,

它能够利用高速数字计算机一次确定出几十

个谐波来
。

这里所描述的方法对于在连续谱上分辨谱峰的问题也许也是有用的
; 对于这种间题无需

求离散谐波的极限情况
,

但我们的新方法提供 了一种减小由最大嫡谱估计法引起的
‘

平滑
’ 。

附 录

我们来证明在上面第一节中所述的定理
。

考虑函数 价
.
价

一 入0)
:

价
, (入一“。)一

、

菜
。 g ‘

一
, e x p〔‘(‘

一 “。)(“一 j)〕

一
*

茎
, g ;

(”
+ 1 一 }“{沁

x P[‘(入
一 入。)、j

其中夕* = 夕二* 是下面规定的某些复数
。

我们有
-

又刁e)

一 3 7 一



功(入一 入
。
)d尸(入)

_ (: 二)一

{
+ (, , )一

{

[。(入一 入
。
)
一
价
。

(入一 入
。
)〕d F (入)

功
.

(入一 入
。
)弓F (入)

行

万一
尸.

1
口

电五
一

、、/

万
O曰

J叮、

‘

、尹、1了n咨0行JR
一

月

了、/、‘

首先我们计算 (7 9) 右方的第一项
; 为此我们设

=
.

切左 _

仍 + 1 一 l七}
}无}( 。

其中。
. 为函数切(劝的付里叶系数

;

。。一 (: 二)一

{ 、(七入)
e x P(一 该k入)己入 (8 1 )

由 (7 8 )看到价
.
(入一 入

。

)代表函数 。(入
一 入o) 的 。 阶付里叶和

。

因为我们假定过 二(入) 的 r 阶导

数存在(其中 r > l)
,

且 冲
‘r 瀚

(劝 !‘ K
,

故对于付里叶和 争
fft

(入一 入o) 与其生成函数二(入一 入0) 之

差可作如下估计
:

max
l。(入一 入

。

) 一 价, (入一 入
。

)}《 K拼一 r

〔(峨/ 二
,

)10 9 (m + 1) + 4 ] (8 2 )

(见 A比io er
,

1 9 6 5 )
。

如果协、oo
,

(79 )右方第一项趋于零
。

因此第二项趋于左方的积分
,

邓

当 m ”oo
,

‘
·

(‘一 ‘
·

, “‘(‘, 一 (, 二 ,一

! 。(入一 入
。

)己F (入) (8 3 )
下

劣一

!
碑

‘几
一

、、了

掀O目
Z气、

(3 3 )左方的积分可写成

_ ,

‘
·
(卜 入。)‘F (入)一 (’‘)一

‘。

茎
.

犷

~ 万

e x P仁‘匕入一 入
。

)无〕己F (入)

户.. ..,.

几/切

jf胜...沙

右且
一

、、.2

污Q山
/.、

一 。

茎尹
‘e x p(一 ‘入

。
七)B .

(无) (8 4 )

把(8幻代入 (7的并利用 (8 2 )
,

最后我们得到

(, 二)一
{{

,
叨(入一 入

。

)‘F (、)一

念⋯p (一 “
。
k ) B·

(“,
卜KB (“)一〔“/ 二

:

, ,。g (, · ‘, 十 ‘,

这就是要证明的
。

(一茸纯译 黄 . 场校)
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