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描述在无限时间区域 (一 。
,

。) 内信号 二 的固有特征的经典方法是付里叶分析
。

具体地

说
,

这样的分析一开始就要计算付氏积分变换
:

X (。卜{二
_ ·
(‘,

。一’。‘d ‘
(1 )

式中。为数值可在 (一 oo
,

oo )内变化的实频率
。

与信号二相关联的付氏频谱定义为幅度 !X (。)}
,

它作为 。的函数的变化特性经常产生有关信号
二 的有用信息

。

从概念上来说
,

这个积分变换

的计算是简单明了的
,

它的实用性也是众所周知的
。

然而
,

在实际应用中必须了解到
,

只能得到作变换的信号的有限时间观察即城t) 的值仅

在属于某一
“

观察一时间
”

集 A的 云时间内才是己知的
,

这个 A有一个非零但有限的测度
。

这个观察时间集是无限时间间隔的子集
,

其典型情况是一个简单的有限间隔
,

如(t0
, ‘,
)
。

显

然
,

只给定下式确定的信
一

号劣 的部分特性是不能计算付氏积分变换 ( 1 )式的
:

:
(t) 当 t任A (牙)

因此
,

在这样的实际情况中
,

就需要应用基于这部分信息得到付氏变换的好的估计
。

为

了达到满意的估计
,

已提出了各种方法
,

大体上这些方法假设A 是在有限范围里
,

并且通常

为以下三种类型之一
:

1
.

周期图 信号 二 (t) 的已知的有限时间段乘以一个窗函数 。 (t)
,

然后确定有限时间乘积

、(t)
:
(t) 的付氏变换(见文献〔1 〕和〔1 0 ))

。

2
.

预测滤波 确定阶数固定的一个线性数字滤波器的系数
,

该滤波器能产生采样的有限时间

段信号的最佳的一步预测
。

这样得到的滤波器用于估计信号谱
。

这个方法包含了本质上等价

的最大嫡法和 自回归方法(见 (, 〕和(1 , 〕)
。

3
.

外推法 在这个方法中
,

应用合适的外推法规则
,

扩展信号的有限时间段 (见〔6 〕和〔1 1 ))
。

在这篇文章里
,

我们将着手于发展一个外推带限信号的有限时间段的系统的方法
。

若信

号 : 的能量是有限的
,

同时它的付氏变换在频率集合 口 之外恒等于零 (Q 具有非零但有限的范

围)
,

即

X (。)“o 。 班口 (s )

则我们说信号 劣 是带限的
。

在典型的情况中
,

集 口是 。轴上的一个单 区间(如低通信号)或者

是有限个区间的集合 (如带通信号)
。
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最近
,

提出了一个外推低通带限信号的算法(见 (16 )和〔1 1〕)
。

它实质上是顺序地应用一

组信号运算来产生一个近似序列
,

在理论上保证了后者收敛到所要求的外推值
。

可惜
,

当这

个方法用数字来实现时
,

需要截断近似信号的范围
,

而实际上信号的范围是无限的
。

因此
,

数值算法不需要收敛到所要求的解
,

虽然已发表的经验证明给出了保证
。

事实上
,

这个算法

是值得注意的 Yon la 普遍交错正交投影算法的特殊情况
【‘习

。

下面
,

我们要处理关于外推观察信号 (, )的更一般的间题
,

其中已知信号 (, )在 ( 3 )式的

意义上是带限的
。

将介绍一种保证收敛的实现所求的外推的迭代法
。

此外
,

这个算法可以作

数值近似而不引进以前所述的不希望有的区域截断
,

因此提供了一个性能比较好的算法
。

更

重要的是提供了一个用一步法获得所求的外推的有效方法
。

这种一步法可以减轻慢收敛速度

的影响
。

二
、

外 推 问 题

下面
,

我们感兴趣的是一组具有有限能量且定义在无穷大时间轴上的信号
。

如果积分表

达

戏
.

i(t) 护(t)d
”是有 限的

,

则信号
·

,

可看作是含有
禅

能量的
,

此式中” 是
二

(t) 的复共

扼
,

积分是在 l旧加Sg 助 的意义上进行的
。

事实上
,

这组信号连同下述标准 内积 组成H il be 此

空间
,

它用 L , 来表示
:

‘一
: : >一

{二
_ 一(‘)一(‘)“

(4 )

}
’

如果信号
二 包含在 H il加rt 空间 L :

里
,

众所周知
,

用表达式 ( 1 )所定义的信号的付氏变
换是存在的

。

进二步; 信号
, 能借助于反付民变换积分从它的付氏变簇来复原

,

这积分为
:

_ _ , , 、

l r
Z 气‘) =

—
l

2 兀 J
X (。)

。j“‘d 。 ( 5 )

信号理论的大部分取决于将给定信号分解为许多分量扩这些分量的付氏变换占据频谱的不同

部分
。

为了说明这个分解的效果
,

让我们来考虑上述的带限频率集 Q
,
口有非零但有限的范

围
。

这个 口 典型地等同于我们在应用中感兴趣的
劣 的频谱分量

。

现在我们把反付氏变 换 积

分分解为
:

二 (‘)一

牛 { 二(。)。, 。 , ‘。 十

牛f x (。)
e , 山 :

‘。 一二 :
(, )

+ : ,

(*) ( 6 )
汤西 J . 〔口 汕西 J . 嘴口

; , ’

式中第一个积分表示信号x :
(t)

,

第二个积分表示信号
二:
(t)

。

应用这个信号分解后
,

显然
,

分量信号
劣 1

(t) 和
￡ ,
(幻的付氏变换对子所有 o, 健口和 。任O

汾别恒等于零
。

这又意味着在
’

<二
1 , 二公二 。的意义上分量信号

: :

和 : ,

是
“

正交的
” 。

为了建立这

种特性
,

我们引进
“

理想带限
”

滤波器的传递函数
,

它对应于集 口并定义为
:

当当1占0H (。)一 }
。〔口

。诺口
( 7 )

我们取(的式的付氏变换并根据H (。)的定义有
:

了(。)二 x
、
(。) + 凡(。) 一 H (。)叉(。) + [ i 一 月(山)〕x (。) ( s )

显然
,

由于H (。)的结构
,
X :
(。)凡

*
(。)的乘积恒等于氰 这个事实连同 Pa

r

~
1恒等式

,

后

者表示为
:
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仁
. X :

(。)二
·
(。)d 曰一 ,

心
!

(‘,、 ·
“,“

或等价地用内积表示法
:

(X l ,

Xs > = 2“ <多: , , s> ( , )

建立了分量信号 牛 ; 和 : ,

的正交性
。

这个正交特性在许多信号分析研究中是最重要的
。

由此确定了包含在 H il加rt 空间 L :

里的每个信号能唯一地分解为两个信号之和
,

其中一

个信号的付 氏变换对于给定的集 O 之外的 。恒等于零
,

另一个信号的付氏变换对于给定的集
D 之内的 贝 恒等于零

。

此外
,

经过这种处理的分量信号 叭
, 二 : 总是正交的

。

根据这一点
,

显
-

然 H il be rt 空间 L : 可以分解成特定的直接和(见 (8 ))

L * = B 口¼B蛋 ( 10 )

这里 B苦表示 L :
的子空间

,

它的分量与下述带限子空间正交
:

B o = { , 〔L : : X (。) , o 当 。 哄口} ( 11)

这个直接和的分解在很多使用分量信号的信号处理应用中是值得注意的
,

这些信号分量

包含在 (或近似地包含在)如表达式 (11) 所给定的带限子空间内
。

在这类情况中
,

下面的外推
间题是令人感兴趣的

。

外推问题 给定信号
二任B晋的时间截断形式如下式

:

城 t) 当 t任A

确定在观察时间集 A 以外的 毖 (约的行为
。

在这个问题里
,

两个特征集 A 和 口 各 自取有限但非零 的范围
。

这个外推间题的解是用弓「

进两个投影算子来找到的
。

三
、

主要的正交投影算子

为了对外推间题给出一个所需要的代数结构
,

考虑正交投影算子是有益的
。

如果线性算

子P是幂等的
,

即对于所有 : 任X, 有P扩 = P劣 ,

则P可以被认为是在矢量空间X 的投影算子
。

进一步
,

若这个投影算子的作用区域和零空间是正交的〔即 < : ,

势 = 0 ,

对于所有
劣〔N ( P )秘

, 〔R (约〕
,

则它是正交的
。

根据这个基本定义
,

我们将引入两个正交投影算子
,

它们将在我

们的外推法研究中起核心作用
。

时间截断X 子 T

基本的时间截断算子 T的引入是由上面所说的观察时间集 A引起的
。

如果这个算子作甩

到输入信号
二上

,

那么就产生输出信号 岁,

记为

万= T ‘ ( 1加 )

式中封在时间 t 时的值 由下式确定
:

“(‘) 一 }
‘ (‘)
0

当 t〔迁

当 t 法注
( 12b )

显然
,

这个时间截断算子是线性的
,

它的作用区域和零空间形式为
:

及 R (T )一 {‘任L : : ‘ ( t) “ o 当 t诺A }
.

N (T ) 一 {: 〔L : : 二 (约二 0 当 t〔A }

由( 12)式很显然看到
,

当所有的 二任L : 时
,

有 尹
二 ~ T : 。

这确定了T 是一个投影算子
。

此外
,

一 55 一



由于子空间 R (T )和 N (T )的元素之间的内积显然为零
,

所以这些子空间是正交的
。

因此我们

确定
,

时间截断算子是正交投影算子
,

从而基本的信号空间能分解为直和式
:

L , ~ R (T )O R (T )
正

〔13 )

其中
,
R (T )

正 二 N (T )表示正交于 R (T )的子空间
。

这个直和的分解意味着任何信号
二任L : 都能

唯一地表示为 劣 = 劣 : + 凡
,

其中单独的分量 二 ,

任R (T )
,

和 二: 任况(T )正
。

此外
.

这些分量是由

正交投影运算产生的
: : 1 = T 二 和 劣 : = a

一 T )毛 式 中 I 表示单位算子
。

带限算子 B

第二种被考虑的正交投影算子是 由在 L , 里的一个一般信号的付氏变换分解 (如 (s) 式表

示的)引起的
。

具体地说
,

由 H (。)X (。) 和〔1
一 H (。)〕X (。)确定的信号 X (。)的单独分量分

别包含在闭合的子空间 B。 和 B 。正 里
。

在时域里
,

分量
劣 : 任B 。 由下式给出

:

一 (‘卜{二
“(‘一 )

·(·)“·
(14 )

式中描写线性卷积运算的单位脉冲响应是理想带限滤波器传递函数 ( 7 )的反付氏变换
,

其形

式如下
:

1 「
_ ‘。 , J

_

几“ j =

—
I 件

-

一 场以
2 布 J . 任口

(15 )

我们希望用算子符号表示(1 4 )式
,

以便为外推问题给出一个代数结构式
,

根据这个想法
,

写出下式
:

二 i = B二 (1 6)

式中 B 表示由卷积关系式 (1幻所确定的理想带限滤波器运算
。

为了确定 B 是投影算子
,

我们

用了对于所有的 。 有 H , 二H (o, )的事实
,

得到
,

当所有 二任乙: 时
, B、 一 B 二

。

此外
,

由下 式 给

出这个投影算子的作用区域和子空间是正交的
:

R (B ) = {
二任L : : X (。)二 o 当。睡口}

N (B ) = {
二任L

: : X (。) , 0 当。任Q }

这可 以用 Pa
r , , 1的恒等式 ( 9 )来证明

。

因此
,

理想带限算子 B 是正交投影算子
,

它的作用

区域空间等同于带限子空间 B 。。

这并不是偶然的巧合
,

因为算子 B 就是有意这样规定的
,

以

便实现这个 目的
。

我们感兴趣地注意到
,

这个理想带限算子还为基本信号空间提供了另一个

直和的分解
:

乓 = R (B )¹ R ( B ) 正

式中R (B) 正 ~ N (B )
。

因此
,

任何信号
二〔L :

都能唯一地分解为在 R (B) 和 况少) 正的信号之和
。

这个分解是通过运算
二 = B 二 + 〔I 一 B〕二来实现的

,

式中B 二 任R (B)
,

口一 B〕二任R (H ) 正
。

四
、

外 推 算 法

现在将提出一个算法
,

它已被证明对于完成信号的外推运算是有效的
。

具体地说
,

给定

包含在子空间 B 。 里的一个信号
二 的时间截断形式

,

用算符表示为
:

g = T劣 ( 17 )

我们将推导出由给定的 甘产生信号 劣 ( 即( 17 )式的反关系 )的迭代方法
。

这个算法的推导起始

于基本的信号恒等式
:

5 6 一



尔= (I 一 B T )劣 + B梦

可以看出
,

此式适合于所有用表达式 (17 )相联系的信号
出 和 夕

。

下面
,

设 二〔召。
,

虽然这样可能引起限制
。

(1 8)

我们将不在最初时假

于是
,

外推问题可以重新表示为寻找
“

定点
”二 ; 在只给定它的时间截断映象 抓即给定T劝

时
, 二 将满足算子关系式 (15)

。

为了找到这个定点
,

我们将用逐次近似的经典原则
。

由此 得

到迭代关系
:

二 , = (I 一 B T )
二 。 + B (几) ” = 1 , 2 , 3 ,

⋯⋯ (1 9)

式 中 二 ,

表示对于 二 的第 ” 次近似值
, 二。是初始近似值

,

同时我们用它的等价表示式几来代

替时间截断信号 絮
。

为了确定在什么条件下这个算法将产生一个收敛到所要求的结 果
二 的序

列{二
,

}
,

研究一下误差信号是有益的
。

在第 。步迭代中
,

关系式 (1的表明
,

误差信号由下式

给出
:

牛 , 一 劣= 〔I一 B T〕(
: 。一 : 一 二) , = 1

, 2
,

3
,

⋯ ⋯ (2 0 )

如果这个误差关系是累迭的
,

则很容易得到下式
:

二

一
二 = [I 一 B T〕

,

(
二。一 :

) n 一 1
, 2 , 3 ,

⋯ ⋯ (2 1 )

由上式可知
,

下面的引理是一个必然的结果
。

引理l 当且仅当

[I一 BT ]
”

(二
。一 二)~ 夕 (2 2 )

由算式 (1 9 )产生的序列{
二 。

}收敛到
二,

式中夕表示零信号
。

现在我们来考虑建立关于初始近似值
二。的一个条件

,

它将保证满足 (2幻式的收敛要求
。

选择气使初始误差信号
二。 一 二 包含在 B 口 里

。

下面两个条件都满足这种情况
: 1 ) 二 和 礼都在

B D 内 ; 或 幻
二 和 二。 的带外分量相等

。

无论哪一种情况
,

只要 二。 一 二任B 。 ,

就可以从(2 0) 式

得到
,

全体误差信号序 列 {
二 , 一 对都包含在 B 口 内

。

这意味着 (2 0) 式可以等效地表示为
:

, 。 一 毖 = B〔I 一 T〕(
, 卜

1 一 ,
) 当 出。 一 二任B 。

(2 3 )

因为一般而言
,

不相同的算子I 一 B T和 B〔I一 T 〕事实上在限制域 B 口 内是恒等的
。

对(2 3)式的研究表明
, 用标准内积E

,
= <二 。 一 二 , 公

。
一 幼 来测量的第 ”步误差信号的能量

总是小于或等于第 ” 一 1步误差信号的能量 (即 E
。
《E

。 一 1 ,

当 , 二 l
, 2 , 3 ,

⋯ ⋯)
。

这是下

列事实的一个直接结果
:

组成关系式(Za) 的每个算子 I 一 T 和 B 决不增加
,

而一般说来是要

减少它们所作用的信号的能量的
。

因此
,

当初始近似值
二。 选得使

二。一 二任Bo 时
,

算式(19 )

总是产生一个近似信号序列{
二。

}
,

近似误差的能量在每一次迭代 中 都 减少
,

或 在最 坏 情

况下保持原样
。

有理由相信
,

误差信号序列 {
: 。 一对 使在 E

。

~ 。时
,

就确定了序列{牛
。

}收放

到 劣。

为了确定近似序列事实上在
: 。 一 二〔B 。 时确实收敛到

: ,

我们来讨论 V on Ne
u m an

n 的交

错投影定理(见〔9
,

P. 5 6 〕)
。

当这个定理应用于组合正交投影算子序列 I 一 T
,

B口 一 灼
,

〔I 一 T 工

B 〔I 一 灼
,

B[ 卜灼班I 一 Tj
·

· ⋯时
,

就产生了下面的定理
.

定理 1 当且仅当二。 一 二〔B 。时
,

近似误差信号序列{
二 。

一 对才收敛到零
。

这是下述事实的推论
:

序列 {[厂一 B T j
”

(二
。一 二) }和 {[ B (I 一 T )

“
] (二

。 一 二)}在 二。 一 二〔B o时

是恒等的
。

vo
n

Ne
u m 翻n 定理用于后边的序列后表明

,

序
·

列将收敛到 由 二。 一 二 正交投影到 闭

合子空间 R (B ) 门R (I 尸 T ) 上而得到的信号
。

由于信号不能同时是带限和时限的
,

因此这个

闭合子空间仅包含零信号
,

从而建立了条件 (2 2)
。

相反
,

若
: 。 一 二 诺B 口

,

则正交投影将不是

一 5 7 一



:
零

,

意味着 二 。

卉二。

由此证明
,

当且仅当
二。一 钾任B 口时

,

算法(1 9 )产生所要求的外推 (即
: 。

, 幻
。

我们应看

到
,

显然
,

当 : ,

~ 二 时
, 二
并不需要包含在B D里

。

如果我们设法知道
二 的带外分量

,

则取初

始近似值
二。

等于该分量
,

算法就会产生一个近似序列
。

不管
:
是否包含在 B D 里

,

它都收敛
一

到 : 。

遗憾的是确定这个带外分量一般是不可能的
,

因而我们必须适当地限制要外推 的信 号

的类型
。

更特殊地是当我们感兴趣的信号类是带外分量总是为零的信号 (即子空间B 。)时
,

只

要
二。任B。

,

算法将总是收敛的
。

现在将这个观察结果以引理的形式叙述如下
。

蔚理 2 外推算式(19 )将产生一个近似信号序列 {
: ,

}
,

这个序列将收敛到所要求的外

推
,

只要信号
二
和它的初始近似值 二。 都包含在子空间 B 。里

。

五
、

算法的执行过程

所提出的外推算式 (1 9 )能保证收敛 (即
二 ,

、幻
,

只要初始近似值
: 。

保证 二 一丸 〔B 。 。

在

:时域里
,

这个算式有下面等效的积分表示
:

二 ,

(‘)一
。
一(‘) +

!
, 。 ,

h(‘一) :
·
(
·

,
、

一
(
·

, 〕‘
·

(2 4 )

式中固定时间 t 可取为任意实数
。

由于我们主要的目的是对固定的外推瞬时时间 t* 磋A 计算
之(t* )(即完成外推)

,

所以现在将提出一个用算式(2 4) 完成这个任务的有效方法
。

开始
,

我们

在(触)式里设 t = t* 并观察到第 n 次外推近似值
: ,

(云*) 取决于前一次的外推值
‘。 一 , (t勺 和在

所有 t任A 时
‘ , 一 :

(t) 的行为
。

根据这个观察
,

建议在第 , 步迭代中把算法的执行过程分成两

个过程
:

1) 对所有 t〔A
,

信号
二 ,

(t) 是用算式(2 4 )来计算的
。

幻 第 九 次外推近似值
二 ,

(t*) 是用算式(2 4)并把 t 置于 t* 磋A来计算的
。

这个方法之所以合乎需要
,

是因为第一步的结果与 t* 的选择完全无关
。

当我们企图在多

于 1 个 t* 值的情况下外推信号时
,

这个方法具有明显的计算上的节省
,

因为第 , 步迭代中最

费力的工作是上述第一步
。

算式 (, 4 )的计算一般需要对此合成积分作数值近似
,

任何数值积分方法都能用
,

例如矩

形的或梯形的近似法(见〔4 〕)
。

「

明显的数值图解将显然地取决于观察时间集 A 和带限集 。
。

为了减小在迭代过程中建立的任何数值误差
,

这个数值近似法必须小心地执行
。

有必要指出
,

所提出的算式 (2幻只要求积分的计算在有限的范围 A之内进行
,

这一点与

别的外推算法是不同的
,

后者在理论上要求在无穷范围(一 。
,

oo )内进行(见〔1 1〕)
。

在别的方

法中
,

这个实际困难是通过截断积分范围来避开的
。

这个积分范围的截断可能对算法的性能

产生有害的影响
。

六
、

一步外推法

虽然外推算法〔1 9 )已经保证收敛性
,

但其收敛速度在大多数实用情况下可能非常慢
。

考

虑到这个因素
,

现在提出一个易处理的分析方法以得到更有效的外推法
。

首先
,

改写算式(1 9 )

:的公式
:

.
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: ,

= 二 。 _ : + B仁T (
二 一 二卜 1

)]
.

(2 5 )

此外
,

我们取初始近似值
: 。为零(即

二。= 0)
。

如果从 1 开始按关系式(2的作迭代
, 显然

,

外淮

序列的一般元素 由
一

下式给出
:

· 二。 一。
f氢

1 : (
二 一 二* )1

, 一 1 , : , 3 ,
⋯⋯

‘ k = O J

然后
,

我们把(2 1) 式代入这个表达式
,

并且应用
二。= 夕

,

就得到
:

毖 。一B

[氢
T (‘

一 B T ,
; ·

]
利用很容易建立的算子恒等式T 口一召T 」无= [I 一 T B〕

论T得到 :

· 。 一B

[氢
(‘一 T B )‘T ·

」 〔2 6 )

求和的表达式可 以利用下述算子恒等式来表示成方便的解析形式
:

几
一1

艺 〔I 一 TB〕k T B z = z 一 [I 一 T B〕
” z

(2 7 )
k = 0

此式对于所有包含在 R ilbe rt 空间 L :

里的信号都成立
。

比较 (2 6) 和(2 7) 式
,

显然
,

如果能找

到一个信号
: 一尸(T )

, 它满足算子方程
:

T B : = T 二 (2 5 )

则表达式 (2 6 )简化成
二 、 = B : 一 B [ I 一 T B ]

” :
(2 9 )

如果观察到的截断信号 T 二 是由带限信号 《即
二 ~ B幻产生的

,

则在第四节中已经证明所

提出的算法产生一个收敛到
二 的近似值序列

。

基于这一点
,

我们取表达式 (, 的在 。~ oo 时的

极限来得到
:

, = B z (5 0 )

这个结果是下述事实的推论
,

即
:

如果(朋) 式如假设那样收敛到 (2 8 ) 式的一个解
,

则序愁

{B 口 一 T均
” : }必定收敛到N (T )的一个元素

。

然而
,

序列{B [I
一 r B ] , }全包含在 B。中

,

因此

它必定收敛到零信号
,

因为只有零信号才同时包含在 B。 和 N (T )中
。

简言之
,

用这个一步法解这个外推间题决定于能否找到满足算子关系式(25) 的有限能量

信号
: 任R (T )

。

如果存在这样一个解
,

则所需要的外推是用理想带限算子 B 作用于
:
来完成

的〔正如表达式 (3 0) 所指出的〕
。

在这个过程里最困难的工作是解算子关系式 (: 8 )
,

它在时域
;

上取形式
:

{
, 。 ,
“(‘一 ,

:
(

,r
,‘

二

一(‘, ‘任”
(3 1 )

式中 h (t) 是 (1的 式所给出的理想带限滤波器的单位脉冲响应
。

该式被认为是一 个 具 有 核

城卜 D 的第一类 Fre d hol m 积分方程
。 ·

一旦得到算子关系式 (3 1) 的解
,

‘

利用外推表达式 (3 0)

就能得到所求的外推
。

在时域这个外推表达式的形式是
:

:
(。

* )一 ! 、(‘
* 一 二)

: (,
)‘

,

少了 〔 4
(3 2 )

其中 t* 链A是外推瞬时时间
。

七
、

性能好的带限信号的类型

在我们感兴趣的实际情况中
,

理想带限滤波器传递函数( 7 )是 。的偶函数
。

这意味着它

一 6 9 一



的作为积分方程(3 1) 的核的付氏反变换是 云的偶函数
。

由于这个核是对称的
,

因此有可能用

合成线性算子T B的特征值一特征函数合并结构来描述积分方程 (31 )的解
。

具体地说
,

如果标

量 入和信号 价任尺(T )满足算予表达式 T B价二入争
,

或等价地在时域里有
:

!
, 。‘“(‘一)。(

T
, d

T 一入价(t , 当 , 任‘

则 入和 争可看作是与算子 T B 有关的特征值一特征函数对
。

文献中提到许多关于这些特征值一特征函数对的代数结构的有趣特性 (见口幻
,

P
.

180 一

1 8 1 )
。

特别令人感兴趣的是 Pi o r d (见〔5 〕)证明的一个普遍定理
。

这个定理指出
,

当且仅当

被观察信号 T 二 能用级数展开
:

T : 二艺 (T : ,

价
。>价

.

(3 3
。
)

目
.

这个展开式的系数使

艺 [ <T :
,

功
,

> / 入
。

J,

(3 3b)

一

有限
,

则存在积分方程(3 1) 的有限能量解
: 任 R (T )

。

在这些表达式里
, 入。

和价
。
任R (T )分别

是算子 T B 的特征值和相应的规格化正交特征函数的全部
。

进一步
,

如果特征矢量集{价
。

}在

天(T )内是完备的
,

则积分关系式 (31 ) 的解将是唯一的
。

例如 : 与第四节中考虑的时间截断

带限低通信号类相联系的椭球特征函数集就是完备的
〔’4] 。

必须注意
,

一般地说
,

存在一个B 。的子集
,

在其中级数展开式(33 )不成立
。

于是
,

一步

外推法对于这个性能拙劣的子集里的任何信号都是无能为力的
。

更重要的是很容易推出外推
一

法的基本运算本身对于这个子集中的信号也是不适用的
。

基于这一点
,

建议只寻找带限信号

的外推法
,

这类信号在满足 (3 3)式的意义上是性能良好的
。

八
、

数值外推法

由上一节的一步外推法产生外推信号需要 F red llo lm 积分方程(3 1)
,

假设截断信号 T :
满

足条件 (3 3 )
,

则保证能得到一个有限能量解
: 任R (T )

。

然而
,

显然
,

要得到解析解
,

除了

非常特殊的例子外全都是不可能的
。

因此我们必须采用数值技术以获得近似解
。

为了说明所

用的典型方法
,

我们假设观察时间集是一个简单的时间区间
,

可设它取下述形式而不失一般

性
:

A ~ {t
: 一 占簇 t ( 6 }

对于这个选定的观察时间集
,

要解的积分方程是

{{
。“(‘一)

·(
·

, ‘

一
(‘) 一 ”《 ‘< ”

(3 4)

对于 t任A
,

给出信号城 t)
,

我们要确定一个有限能量解城 t)
,

t 任A
。

这个积分运算的核 由表达

式(16 )给出
。

对积分方程(3幻作数值解通常需要将积分区间 (一 占
,

幻 分成有限个小间隔
,

在这些间隔

里
,

每个小积分近似为一个矩形或梯形等的面积
。

例如
,

设积分区间分为ZM + 1个相等的小

问隔
,

每个小间隔的宽度 刁= 26 / 2皿 十 1
。

如果把矩形积分方法用于计算云= 凡』时的(3习式
,

则

有

一 6 0 一



芝
、』入(七J

一 ‘刁)
‘
(‘J )一

’
(介“) “一 ”

, 士 1
, 士 ’,

’

二
’

一 士M (3 5 )

这个近似值的精度是根据正整数 M的选择而定的
,

一般
,

当 M 值较大时
,

产生的近似值更精

确
。

这个积分式(34 )的数值近似可看作是一个有 ZM + 1 个未知数 : (‘刃
、

有 ZM + l 个 线性方
,

程的方程组
,

用矩阵形式可表示为
奋产、 洲气、

H : = 二
(3 6 )

ZM + 1阶方阵 H 的元素是理想带限滤波器单位脉冲响应(15 )的样本
,

如下式
:

九‘, 二 刁h (‘d 一 j刁) ‘,

i= 1 , 2 ,
⋯ ⋯ ; ZM + 1 (3 7 )

ZM + 1 维列矢量 出 和 之 的分量为
:

二

一
二(一M J 一 刁十谊刁)

: ‘= :
(一 M d 一 刁 + 感刁)

,

2 ,

⋯⋯
, ZM + 1 (3 8)

把金看作为 T 二 的均匀抽样形式和把 穿看作为 (3 4 ) 式的解的近似值的均匀抽样形式是方便

的
。

下一步是从有 2从 + 1个未知数的 ZM 十 l个线性方程解出矢量 : 。

最后
,

对外 推 关 系 式

(3幻运用标准矩形积分近似法得到下面的外推算法结果
:

M z 、

二
(叮J卜艺 刁h(叮刁一 ‘J )

‘
(‘J ) (3 9 )

式中 q 可取任意整数
。

一旦得到表达式(3 6 )的解

法和 , M欢加法就能得到所 需要的每个外推点
。

“ ,

只需要利用关系式 (3的完成 ZM 十 1 次乘

认识到这点是很重要的
。

简要地说
,

这个方

法的步骤是 (i) 从方程组 (3 6) 解出

〔3 9 )
。

多 ;
(il ) 对于任何所需的外推时间 q J ,

计算外 推关 系式

在用这个数值方案去实现一步法时
,

必须考虑到一些可能出现的困难
。

例如
,

如果信号
‘

T 二 属于前面所提到的一类不适用的信号
,

则线性方程组(3 6 )本身就是不适用的
。

在这种情况
中

,

右边矢量宝的小扰动会引起解穿的很大变化
。

在预计畜的测量不会精确时
,

这是最不希

望有的特性
。

此外
,

前己证明‘引 ,

无穷多的不同带限信号将包含在 B 。
里

,

这将产生相同的一

组用于(3匀式的 ZM 十 1个样本 {《七刃}
。

这样
,

所设想的外推法仅在M选择得大到足以显著
.

地减少这个现象的影响时才是有效的
。

M究竟取多大取决于基本的带限信号的结构
,

这仍是

留待将来研究的一个课题
。

我们注意到
,

出br i 和 段ee Da rt 提出了另一个一步外推法
,

此法是从 Pa po ul is 外推法 ‘川发

展而来的
。

这个方法要求对阶数为 N = ZM + 1 + (被外推的点数)的方阵求逆
。

这与本文介绍

的方法形成对照
,

本文方法只要对阶数为 观
十 1 的方阵求逆

。

一般说来
,

N 比 ZM + 1 大得

多
,

因此本文的方法比他们的方法有效得多
。

更重要的是
,

他们的方法必须截断范围是无穷

大的信号以实现数值运算
。

可惜
,

这可能降低它们的外推结果的性能
。

当理想带限滤波器传递函数 H (。)是 。 的偶函数时
,

出现了一个重要的和实际的情况
,

就是描述关系式(3 6 )的矩阵 H 是 T 佣pli加 型〔即从, = J h(l ‘一到 d )]
。

这是下述事实的必然结

果
:

相应的脉冲响应九(t) = F
一王〔H (。)〕是时间的偶函数

。

这是值得注意的
,

因为这样就可以

用 u v inson 算法 (见 〔, 〕) 从 Too p lit z 线性方程组 (3 6 )
‘

解出育
。

这个求解方法在计算上是

高效率的
。

同时
,

我们的经验表明
,

它对于矩阵 H差不多是奇异的情况
,

相对而 言不太敏感
。

一 6 1 一



九
、

数值计算举例

这部分我们将举例说明所给出的一步外推法的有效性
。

我们通过考虑低通和带通信号外

推法的两种特殊情况来作到这一点
。

这些例子可以很好地描绘出在应用和文献中碰到的间题

的类型
。

低通信号的外推

在低通信号外推问题中
,

特定的观察时间集和带限集由下式确定
:

效= {云
: 一占( t ( 6 }

‘

〔4 0 )

口= {oJ: 一 a 《 oJ 《a }

式 中 6 和 a 是正钓常数
,

分别等于观察时间间隔和通频带
。

显然
,

上述的 口集对应于最高 频

率不超过 。 弧度/秒的低通信号
。

根据(15 )式
,

有关的理想单位脉冲响应由下式给出
:

、(‘)一

李 {
“ 。,一‘o, 一‘n [ 二。〕z , ‘

公布 J 一叮
(4 2 )

这个理想信号反过来又确定了用于数值近似外推运算的关系式(3的的H矩阵的元素
,

具体地

看
,

根据 (3 7 )式
,

这些元素的表达式给定为
:

h ‘,

sin 仁(云一 夕)二刁」
二(葱一 力

= 1
, 2 ,

⋯⋯
,

ZM + 1 (4 3 )

这个矩阵是 T oe Pl it : 型的 (即一般元素值从 , 是}‘一列的函数)
。

对于这个低通例子
,

外推法按下述步骤进行
:

1) 在观察区间 (一占
,

句 中
,

以抽样周期

刁二 2占/ (ZM + 1) 对
: (t )的观察段作均匀抽样产生由(3 8 )式给出的矢量

: , 幻确定线性方程组

(36 )的解 名 ,

其中矩阵 H 的元素由表达式(4 3 )式给出
, 3 )用表达式(3的对于选择的任何外推

时间 q 」产生外推信号
。

为了说明这个方法
,

让我们考虑特定的低通信号

劣(t)二
。in (0

.

9 4 0- 云)
0

.

9 4叮t
(4 4 )

它的频谱完全包含在集(41) 里
1 。

假设观察到的是这个信号主瓣的中心 20
.

68 呱部分
,

如图 1 所

示
。

我们希望用这部分信息〔相当于6 = n 二 /50 a )完成外推
。

实现一步外推法时M任意取为礼

这时产生的均匀抽样集是
:

二
(无』) =

sin [ 0
.

0 3 7 6兀儿〕

0
,

0 3 7 6 拓无
无= 0 , 士 1 , 士 2 ,

· ·

一
, 土 5

应用前面提到的 玩
v i

~ 算法来解具有 n 个未知数
、

11 个方程的线性方程组 (3 6 )
,

确定出

z 。

最后在 q = 士 6 , 土7
,
⋯⋯

, 土”时计算外推表达式(3 9 )
,

得到了所需要的外推值
。

结果画

在图 1 上
。

在图 1 中
,

实线表示没有截断的信号 (4 4 )
,

实点表示外推值
,

在所标明的观察窗

内的 : (t) 的 1 1 个样本被用于外推
。

显然
,

外推法在这个例子里工作得很出色(即外淮点与实

际值符合)
,

精确到小数点右边第四位
。

带通外推

在许多应用中
,

所研究的信号的频谱已知是在一个给定的频带之内
。

例如频带由下述频

1
.

这个信号的时间截断形式的外推比 Pa pou lis 脚J考虑的低通信号咖(。T )/ , T要困难得多
.

—原注
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恐
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{{{)))
欢耗

:

汀汀
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图 1 低通信号 s in (0
.

9 4时 )/ 0
.

94 o t的时

间截断信号的外推 ; 实点表示外推值

群小教
图 穷 带通信号

sin (0
.

9 9 , t ) + s in (0
.

8 5 , t) 的

时间截断信号的外推 ; 实点是外推值

率集确定
:

口= {。
: 。 i
《 !。】《 。 :

} (4 5 )

式中 , 1 和 。 :
是正的常数

,

它们规定了通带的区间
。

这个外推问题的观察一时间集仍将取为

对称集 (4 0)
。

应用关系式 (1 6 )得到相应的理想单位脉冲响应为

、,产、、夕月七行」44
了.、声‘
、

儿(t)
= sin [ CT : 云卜

sin [任
: t〕_

万 t

涸此
,

有关的矩阵 H 的元素为

h ‘j
sin 〔(葱一了), : 刁〕一 。in [ (感一了)。

1刁]

二(艺一 力
云,

j= 1
,
分

,
⋯⋯

,

ZM + 1

为了说明带通外推法
,

我们考虑参数取 。 : = , 和 O’ ; = 0
.

8。 的情况区别 O
。

此外
,

要对

其时间截断部分作外推的信号是

二(t) =
sin 【0

.

9 9 , t〕+ sin [ 0
.

8 5 a t〕
一

(4 8 )

很清楚
,

这个信号是带限的
,

它的频谱完全包含在所规定的 0 集内
。

在以 占一 n 二/ 筋 o’ 的间

幅(40 )内观察了这个信号
。

这对应于只有城约 的最低正弦分量的一个周期的 0
.

37 4
,

如图 2

所示
。

下一步
,

设 M ~ 5 ,

利用关系式(3 0) 解 To 叩lit
z 线性方程组(3 6)

,

其中
, 无= 0 , 士 1

, 士 ,
,

⋯

⋯
, 士 6 时的分量 城k 约由以 刁~ , 6 / 1 1对信号 (4 5) 作均匀抽样而得到

。

用玩vi ns on 算法解这

个言的方程组
,

再结合用外推表达式(3的就产生了 q 一 士 6 , 士 7 ,

⋯⋯ 士 99 时的外推值
二
(q 句

。

这个过程的结果示于图 2
。

在这个图里
,

实线表示无截断的信号 (4 5)
,
实点表示外推值

,

而

在所标明的观察窗内的
:
(勺 的 n 个抽样是用于作外推的

。

显然
,

外推法产生的结果是精确
,

的
。

十
、

结 论

对于时间截断型带限信号的外推法
,

发展了一个有效的算法
,

用 vo
n N 。

。,
n 的交错投

影定理确保了这个方法的收敛性
,

它的执行过程要求迭代计算定义在有限积分限内的积分
,

涸此数值近似是可能的
。

为了有效地实现外推运算
,

进一步提出了一种一步外推法
。

它的执行过程涉及到解第一

一 6 3 一



类的 F r毗ho lm 积分方程
。

用两个例子来说明了这个方法的适用性和有效性
。

在这两个例子里
,

用了 F red hol m 方程的数值近似
。

将来进一步研究的课题是
:

1) 进一步描述性能好的带限信

号的类型 ;
幻考虑加性带外噪声的情况

,
3) 把外推误差和用于算法或一步法的数值积分方案

的结构联系起来
。

最后应该指出
,

这里提出的概念对于许多更普遍的问题也是适用的
。

具体地说
,

令 B 和 T

是作用于 H ilbe rt 空间X 上的任意对一正交投影算子
。

进一步给出变换的图象信号封= T :
,

并假

定要求找到原先的图象信号
二 ,

假设
二 包含在 R (B )里

。

很容易证明
,

只要子空间R (B )门N (T )
正

仅包含零元素
,

算法(”)将产生收敛到 二 的近似序列
。

此外
,

当 z 〔R (T) 及取
二= 价时

,

一步

法也是适用的
,

它要求解算子方程T B 名二 T气

(郑策本译 徐为方校)
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