
海面散射问题的各种小波高解之间的联系
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本文谨慎地导出了点源海面声散射问题的若午种近似解法
,

这里感兴趣的是小波篙的情

况即海面的均方根波高与声波长和海面相关半径相比要小
,

近似解可分为二类
:

利用 K irc h -

加ff 近似得到的解和由微扰展开得到的解
。

证明了在小波高的条件下微扰解优于任何由 K ir -

c
hh

o ff 近似得到的解
,

前者对任意的声波长与海面波长之比都是有效的
。

在小波高的情况下
,

当声波长与海面波长之比很小时可以证明所有的近似解是一致的
。

本文指出了在使用K irc h -

h o ff 近似时可能和 已经出现的一些错误
。

引 言 和 概 论

本文讨论了在声速为
。 的等速海洋中随机海面引起的频率为 Q, 的点源声场的散射问 题

,

特别是海面粗糙度的斜率和均方根幅度很小时的渐近解
。

本文引用的一些结果和结论只是在

这种
“

小斜率
” “

小幅度
”

的假设下才有效
,
以后我们将称这些结果为小波高近似

。

本文的论述大都是哲理性的
,

其 目的是为了更好地理解在文献中出现的某些散射结果之
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间的联系
。

这些结果有一个共同之处就是在导出它们的过程中曾作过小波高的假设
。

因此本

文所讨论的所有结果都是小波高近似
。 , ·

.
-

.

一
、

_

、

一
「

:
·

认

基于上述对问题所作的限制
,

似乎预期不会出现许多不同
一

的结果
,

而只是一个单一的渐

近解
,

它适用于问题中的其它长度保持不变西“。 的极限情况
。

但情祝并不完全如此
,

这

里存在着某些差别
,

·

其原因部分是由于在州些分析中小波高的假设是通过较严格的数学方法

实现的(泰勒展开 )而另一些是通过被拜们称为 时 ho 眨的方法实现的(见皿节)o 此处
,

一些结

果是从描述该问题的微分方程形式出发得到的
,

而另一些则是从问题的积分方程形式出发得

到的
,
这州事实本身并不会导致不同的结果

,

这是因为这两种表述方式完全是等价的
,

但是
,

在由该问题的积分方程表式出发求得小波高近似过程中某些作者同时还作 了 另一 近 似
,

即

K irc hh 雄近似
。

这些不同结果之何的联系正是本文要讨论的课题
。

·

为了讨论上述不同近似之间的联系我们定义了如下“些特征长度
.

“ ,

表面的均方根波高
多

,

k = 。 / c
,

声波数 ;
。

入
,

声波长 ;

r
,

海面波数 ,
-

.

-

A
,

海面波长 ,

将要证明(I 和 111 节)当小波高假设 .
一

_
_

a 《入
,

’

a 《A ,

被通过严格的展开方式实现时
。

由该间题的微分方程形式得到的结果与由积分方程 (He l此
-

olt z) 公式出发不使用 K irc hho ff 近似得到的结果是相向的
。

而且这些结果对任意空间和声波

长与海面波长之比都是有效的
,

.

即对
、
归 攀

这些结果都是有效的
。

入/ A 二 r /无= O
,

(1 )

还将证明 ( 11 和W 节) 在使用严格的小波高近似时同时使用 K ir cb hof f近似将会导致所得

的结果仅在和下的极限情祝有效
:

-

入/ A 一 r / “一0 一
一

本文还讨论了由于在小波高近似中使用了 。d boo 方法而造成的在公开发表的结果之间的进二

步差别
。

K irc bho ff (或物理光学) 近似

宜用于有限幅度表面的散射间题
。

当 入《A
,

a / A 二O
飞

一 (1)

时它是有效的
,

这一有效区域可用

图 1 中 V e D n 图的右边圆表示
,

左

边圆表示了小波高近 似 的有效区

域
,

即
:

极艺围自重叠
反

拜《A,
a 《入

,

厂

一 了
一 r

a“入“A 一
.

、

图 1 小波高近似和 K i女呀么必红
:

近似的有效范围说明图

一 6牙 —



·
月 “ 人尽二O 洲 (l )

这两有效区域有一重叠区
,

即图 1 中的阴影区
,

在 K 针比h
off

、

近似下取极限 a/ 入* 0 或在

小波高近似下取极限 入尽二。都会进入这一重叠区
。

图 1 说明
, ;

在小波高假设下
,

由小波高近似得到的结果中包括了与此同时还使用 K ir ch -

切ff 近似所得到的结果
,

在作小波高近似的同时再作 Ki
ro hh o ff 近似不仅是不必要的

,

而且极

不希望这样做
,

、

因为这会把结果限于有效区域中
:

的那部分重叠区
,

即
:

。《万七A

还将证明图 1 重叠区的一个特征是声功率谱的边带幅度相对于载频(声源频率)必定是对

称的
。

‘
·

丫
’

在图 1 左边园所表示的区域内
,

可采用几种方法得到小波高近似
,

其中的两种就是上面

所提到的
,

并将在 I 和皿节中加以描述
。 、

为了完整起见在本文结尾(v 节)还将包括一个简短

的讨论
,

它表明在这两节中给出的小波高结果实际上是建立在平面波散射的
.

孙ylei gh 假设
,

基础上的 Ra 妙ei gh
一

Ri ce 展开的推广
。

1 HELMHOLTZ 积分公式

待求解问题的数学表述是
:

「_
,

1 护 刁。
,
_ _ ,

。 。 , _ 一 , 、 _
_ _ , , _ _

二
.

, _ 、

I V
“

一 一二二一 ~ 下; ; - {厂 Lr , r , ‘夕== 一 0 气「 一 r , . 盖P戈一 书因‘ 十 书T 。,
‘ C ~

C ‘, 司

(la )

P(r
, r ‘,

云) ~ o 在 r == (二
,

百
, z 一)处 (lb)

.

p (r
, f ‘,

云)一 0
,

ir }, OO
,

‘

(1
。
)

这里 。是 (常数) 声速
,

7 。

是在 2 二 间隔内均匀分布的随机相位
。

为简单起见
,

将声源置于 :

轴上
,

r’ = (0
,
0

, : 护

)
。

假设上述海面 ‘.

可用一个平稳(时间上)和均匀(空间上)的随机过程来

描写
,

并记为
:

‘.

(p
,
亡) = a Z (p

,
t)

、

(2 )

这里
。是均方根波高

,
户= (, ,

的
,

在本文所讨论的问题中声源频率 。 比 自由表面的最高振荡

频率 o’二 。二 l

要大得多
,

这就使得在下一小节中所讨论的间题大为简化
。

A 窄带近似

我们预先假设在小海面波高的情况下
,

声散射信号对于源频率(或载频)是一窄带过程气

由于假设过程是平稳韵
,

任何可实现的实信号声压可表示成
, :

’

P(r
, r , ,

, ) = 万(r
, r ‘, 。)oo s o t + v (r

, r 扩
,
。)。加. t (3 )

这里 U 和 丫变化的时间尺度是 马, / 。ma
二 ,

比载频的时间尺度 2二加 大
。
因而 P (r

,

rl
,

约对 云

的导数包含了这两种时间尺度
:

奋器一
p +

刽臀
oo 。· ‘一

等
。“ ·,

)
+

泰(器
。O8 “‘+

等
“‘一 ,

)
(4 )

这里对随机过程的任一特定的样本函数
,

等式 (4) 右边的第二项的量级是 O (口.
二

/哟而第三

项是 O [( o-m 。/ 。)勺
,

这样我们有
一 ‘

一 7 0 一



_ ‘ p 十 。(二恤
竺
主、

\ ‘口 I
(5 )丝护

1
一护

下面我们将丢掉量级为 。‘
,

加 的项并把式(立)写成
:

(v
: + k ,

)p (r
, r , ,

t) = 一 占(r 一 r ‘

)舰p(一 感。t + ‘7 。

)
一

殆= 。/ 。
1 」

(6 )

下面我们将讨论 (6) 式的满足式 (lb ) 和 (1c )所给出的边界条件的近似解
,

此解是量级大于

口m . 二

加 的部分
。

B 格林第二公式的应用
’

‘ -

通常用于求解上述问题的出发点是格林第二公式

{
。

(G 、一p 一 p 、‘ ! G , ‘

一 !{
:
(G 甲

‘p 一 p 亏
{
G , 一

”‘·

(7 )
,

“
_

门 ‘

这里 G 和 P 是对于空间变量 (砂
,

丫
,

扩 )至少二次可微的函数
,

矿 是包围体积 V 的表面 S 的

外法线
。

式(7 )中的符号 P 表示式(的中的未知声压
,

而 G 是格林函数的一般符号
,

它满足
:

(甲
, + 无,

)G (r
, 护分 ,

t) = 一 占(r 一 r 扩

)e , ‘. t ,

(s)

和相应的边界条件
,
边界条件有两种选择方法

,

下面将要讨论这一问题
。

格林函数的选择与式 (7) 中表面 s 的选择有密切的联抓 可 以有两种选择
,

即自由表面
,

名= 礼
,

以及平表面
, : 二。

。

不管哪一种选择
,

在对 P 和 G 作适当的限制后 当 lrI 一oo 时
,

来自构成封闭表面 S 的上半球面 (: > 0) 的贡献趋于零
。

前一种选择会引进外加的复杂性
,

首

先
,

自由表面是运动着的
,

而格林公式仅适用于固定表面
,

因而就要求某种
“

冻结表面 , 的近

似
,

,

这一点当然并不会使间题更复杂化
,

因为冻结表面近似与前一小节提到的窄带近似是同

一范畴的
。

其次
,

虽然已知在自由表面上 P 等于零
,

一

但它的法向导数仍然是未知的
,

必须作

枯算
,

也就是说要借助于
“
K让汕off 近似

, 。

表面的第二种选择
, 名= o 只要适当地选取 G 可避免作冻结表面和 K ir ch boff 近似

,

使用

的唯一近似是基于小波高假设的基础
,

把表面 : = O 上的声压表示成关于 : 。 的泰勒级数展开

式
。

应当注意
:
即使对式(7 )中的表面作第一种选择

,
即 : = ‘

,

为了利用小波高假设这一有

利条件也需要作泰勒级数展开
。

由于上述理由
,

(7) 式中表面的合乎逻辑的选择是取平表面 名二 0
,

而相应地 G 应该选取

半空间的格林函数
,

它在 : 二。处为。 ,
、

我们以后记为 口o( r ,

州
,

t)
,

G 。

(‘
, , ‘ ,

‘, 一

金(贵
二‘

一食
二‘一

)
。

一
‘,

这里 凡 ~ }r 一侧I R :
‘ 阶一州 十加

,

zo !
,

上式中 宕。是正 名
方向的单位矢量

。
、

.

.

联立 (6)一(s) 式
,

并令 G = G 。

得到
:

; (r
, , , ,

, )一 G 。

(r
, , , ,

。) 。
‘, · 十 。‘· , 只

{{
一

「尸(
r ‘ , , , ,

, )竺典竿
三卫]

_ _

‘: ·‘, ,

J J 一种 ‘
’

口沁 日 要
『

= O

(1 0 )

用等式(10 )给出的
,

P 盯表示式在窄带近似的范围内是
“

精确的
”

式(10 )是微分方程(6) 所对应的积分方程表式
。

在文献“ 5

中给出了方程 (6)
_

满足边界条

件(lb)和 (Ic) 的小波高 (极限 . , 的解的严格推导
。

所用的技巧是老的
,

’

包括利用泰勒
·

级数

展开把 : 一 z 。 处的边界条件转换成表面平均位置 , “ 0 处的边界条件
。

下小节我们将利用小波

一 7 1
-

一



高假设和转换技巧
,

获得积分方程(10) 的近似解
。

C 小波离近似

小波高假设意味着均方根波高 ‘ 与声波长 入 和最小的海面波长 通m :‘ 相比要小(这里

通. : 二 与节 IA 中提到的最大振荡颇率 。。
二

相对应)即
:

一

: 冬

二
。《入

。《几
. 。 (11 )

在上述假设下
,

我们把压力场按小量 压 展开
:

’ ·

、
、

冲

p (r
, r ‘,

t)二 p 。

(r
, r ‘,

云) + “p ; (r
, r r ,

止)
二+ 吞, p ,

(r
, r

‘
, t) + o (‘

.

)
,

(1 2 )

同时把 : = : .

处的声压表示成在 公= o 处的泰勒级数
:

p (:
,

,
,

一 r , ,
‘卜“一 (p )⋯

+

(器)
: . 。

一
_

合(器)
二 , 。 ‘

一 o (一 , (‘3 ,

联立式(2 )(12 )(1 3 )并令 吞相同幂次的项在等式两边的系数相等
,

得到
:

P0 , O

P i二 一

乞二 0 处

名= O 处

(1 4压)

·

(14 b )

P :
_
生 刁, p ‘

2 口名, 沙
另== O处 (14 。)

把式(1仑)和(1幻代入(10 )得到最终的
‘

p 。 ,

Pl
,

凡 的表式(注意
:

在 , = 0 处 护P缸刁铲 = 0)
,

P0 (r
,

州
,

t) 二G0 (r
,

州
,

t) 砂、
, ‘

(1加)
-

一
, _ _ _ ,

八
·

二 』 _ L .

斤厂 _
, , , 、

。p
。

(r ‘ .

f
! .

t丫 。G
‘、

(, “ .

,
.

约 丁
· 、

」 _ , 」 _ .

,

p 、
(犷

,
了

, ,

亡)二 一 。“‘

川 Z (户
护 ,

t )之纽共法勺李牛二半黑浅李华匕 } d 二扩甸
万

」」匕一
” 一 ’ 一 ‘

刁另
“

子之
r,

」
: , , , 。

‘

-

(1 5b)

,
:

(, , , , ,

。)一
。‘。 。

{(「: (
p , ,

,

洋鱼立黑琪卫乙
如

越嘿务型之〕
‘二,, ‘, ,,

J J ‘ 口 z
‘
’

口不
‘

J . r 子 , 0

(15 e )

由式 (1幻 和 (1 5习一(15 0) 给出的声压场的表式与文献 7 给出的完全相同
,

式 (l加)一

(15 c) 就是直接由文献 7 中微分方程求出的对 P 。,

Pl
,

几 的边值间题序列的严格解
,

在 111 节

中将要证明这种等价性
。

这里想说明的是谨慎地使用格林第二公式和小波高展开可以得到声

压场的小波高渐近解
,

此外
,

在作小波高近似的同时使用 Ki
r c助of f 近似不仅是不必要的

,
而

且会降低近似的质量
。

后一点将在 IV 节中得到证明
。

为了进行比较我们必须先回到 (7 )式
,

导出使用 K ir ch h o任 近似的结果
。

n Kirehbo ff近似

在 n A 中我们回到式(7) 选择平均平面 另‘ O 和无限空间的格林函数 G. (r
,

f’
,

约
,

并使用

K ir 比hbff 近似
,

前面已经指出
,

这并不是值得推荐的方法
,

因为选择半空间的格林函数可 以

避免作 K h ohhof f 近似 (I 节)
,

我们所以这样做的最终 目的是要评价这种近似的质量因为它

已被如此广泛地使用
。

一 7穷一



一 除了 K 扮比ho ff 近似的质量间题外
,

还存在着一个附加的复杂性
,

这就是它通常被使用

时附带作了常称作为小斜率的近似(例如参考文献 8
·

。)它的步骤是先选择 (7) 式中的自由表
面

,

并以 。《A 二 t 。
为理由〔注意

,

仅仅是(1 1 )式的第二个不等式3
,

甩 : 方面的导数代替法向

导数
:

_ a _ _

a
协 . V = 一丈竺, 二 - 胃二,

O 肠 口汤

然后再象通常所做的那样以展开指数成幂级数的方式引入小波高近似 〔(11 ) 的第一 个不 等

式〕
。

这种处理方法我们在引言中曾称它为 ad hoo 以便与正规的保留那些忽略项 〔见 下 面式

(加) (, 1 )〕的处理方法相区别
。

它会导致不同的结果
,

这依赖于具体作者所用的方法
。

但是
,

将要证明(见 V 节)只
一

要把结果限制在图 1 的阴影区内
,

这种差别是不严重的
,

它可以被看作为

近似过程中产生的误差
。

任何把这结果推广到图 1 左边圆内的企图当然会导致错误的结论
,

在

II B 中将进一步详细讨论这个间题并把重点放在常被引用的文献 8
,

9 的结果上
。

A 平均表面公式

在(7 )式中我们采用无限空间的格林函数
、

氏(r
, r ‘,

亡)=
·

(1 / 4 二R i)e x P〔味(介R
i
、

一 OJ t)〕
,

(1 6a )

这里 R l = !r 一 r ‘

i
」

(16 b )

以及选取 2 一 O 的表面
p (犷

, f ‘ ,
t) = G- (犷

, r , ,
t)。

, ,

一
。‘“‘

·

!{)华令华只
G 一(f

‘ , ’ , ‘’一 尸(r
‘ ,

·

r ‘,

‘, aG . (f
l, , r ,

云) )
, . ,

. 。‘: ·‘,
·

(“)

(1 7 )式中第一项是入射场 只
p ‘
(r

, r , ,

, )= G _ (r
,
r

, ,
t)e

t , ·

“
〔1 8 )

在 尹 二 0 处的格林函数及其导数是已知的
,

声压 p 在自由表面上也已知为零
,

但它的导

数 。P /加 是未知的
,

为了求得导数我们使用了K ir比ho ff 近似
勺

黑
。 :

琴
, 二 (:

,
,

, : .

)处
口几 口肠

一 山

这里 P‘是入射场
。

我们可 以把法向导数写为
:

瞿 ==v P.
,

==v 。
·

咖一
,
武1 +

陋
.

内
一

1/t
C 邪

对小振幅表面〔见式(1 1 )〕的情况
, 2 .

== ‘Z
,

把上述算符作用于(1 9) 式的 P 和 P ‘

(1 9 )

(分0 )

得到

零
一 :

琴
十 。v z

·

(v , 一 : v P ‘
) + o (a

,

) ; 一 : .

处
口多 口多

利用小波高假设如(1幻式那样把压力场展开并把 多= : .

处的 aP /a
。表示成 忿= O

级数
,

如同在导出 名= O 处的 P 的表式(14 a) 一(1 4c) 式时所做的那样
。

其结果为
:

(2 1 )

处的泰勒

臀
一

、

,

鲁

鲁一
,移

在 : = O处 (2 2a )

·

V P‘+ 2 2
刁:P ‘

a多, 在 名= 0 处 (, Zb)

刁P
, _ r.

气砚子
~

二 V D
.

口乙

V 户i + 2 .
a , P ‘

a劣,

一 Z
刁, P i

刁名,

1 ,
e

- —乙 ~

8 3P .

a 多3 在公= 0处 (22
c
)



把 (1 , )
,

(l 拓)一(14
。
)

,

和(2 2a) 一 (”动代入
一

(1 7 )蜚
「

令等式两边
。 柑同幂次的系数相等得到

:

, .

(r
, r , ,

、

, )一 ,
:

.

(f
, , , , , )

一{{厂
, 刁P‘(r

l, .

f ‘ ,
t)

丫

户
石面

一
G- (f

扩 , f ,
t)

(2 3 a )

,
,
_ _

, 」、
. “ ,

fr 「
, . _ . 。 _ , 。 、

。 。 。 刁 / 刁P
‘ 。 乃、

rl
仁r : r , ‘)

一
‘

丫
’

)JL气
一 “ V

一

“
“

”

厂‘夕。一 十 么石落万犷火忑歹 廿笠」人
一 , . “, “犷

(2 3b )

,
:

(r
, r , ,

‘卜
,

一{! !(
、· z

·

v ·p l + Z :

劣奋 -
一

Z 一

影异
‘ 一

合
Z

嗯攀争)氏

+ Z

(
一 , 、‘Z

·

、‘ p ‘ + , Z a G .

刁多I, 、
: 一 = 。

d 另,, d , 朋 (2 3 。)
忍一名日一刁

不论用演绎法或直接积分
’。

都可以证明(2 3a) 式右边第二项为
:

一 。‘。‘

{{(
:

翼
。_

、
一

‘: , ‘, ,

一
J J \ 口 多

’ ‘

/ , ’ ‘二0

1

4 沥凡:

e x P [落(介凡 ‘ 。t + ) 。)〕 (2 4氏)

这里 R : = !r 一 f ‘ + 2 2
‘: 。{ (24 b )

把(16 a )
,

(18 )
,

(, 4a )和 (2 4 b )代入 (23 肠)得到
:

P 。

(r
, r , ,

t) = G 。

(r
, f ‘,

t)e
‘, ,

(25 )

与 I节中(15a )式一致
。

这就是说不管是否作 K irc hb of f班似小波高近似的第一项是光滑平面

的解
。

但是粗看一下发现
,

高阶声压的表式 (2 3b )和 (2 3
c
)一般说来完全不同于(1 5b) 和(15 c )

。

第VI 节中我们将证明
,

只有当声波长和海面波长之比很小的极限情况下
,
即 通m , 。

《 1
, a 《入

,

式(2 3b )和 (2 3 c )等价于(15 b )和(16 0 )
。

有些作者
“

选择把总场表示成入射分量与散射分量之和
,

而有些作者
,

不这么做
。

如果把总

场作如下分解
:

P(r
, r , ,

t) = P ‘
(r

, r ‘,
t) + P

*

(r
,
r
‘, t)

,

(2 6)

那末精确到 O (护 )量级的 P
.

的表式等于式(2 3 b)
,

(2 3。)右边项和式 (活3幻右边第二项之和
。

显然(2 6) 式的分解方法不会影响最终的结果“
:

下一小节中我们将要证明
,

文献 8 与 9 的结果

是不同的
,

这差别并不是直接由于选择了场的分解方法所引起的
,

而是由于在场分解的同时

为利用小波高近似采用了 ad h6e 处理方法(见本节开始引言中的评述)
。

B 自由表面公式

如前所述
,

许多作者以在(7 )式中选取无界空间的格林函数 氏
,

以及表面 ‘一 ‘,

作为处

理问题的出发点
。

作了这种选取后间题的求鲜将采取如下两途径之一 即如文献 “那样在间

题的表式中使用总场或如同文献 8 ,

把场按 (2 6) 式分解
,

并求得散射场的积分公式
。

这种差

别不应该产生不同的结果
。

但是这两文献的作者使用了前面描述过的 ad 枷c
处理方法先作小

斜率近似再作小波高近似
,

因此文献 8 和 9 的结果初看起来是不同的
,

而且似乎也没有一个与

上节导出的(23 )一(邪)式的结果一致
。

这后一个不一致性 (明显的)直接归因于使用了 ad ho 。

近似
,

应该把它与上节中为了把 自由表面的边界条件转换到平表面
, = o 上所用的泰勒级数展

开作一比较
。

‘
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在作小波痛近似之前也即仅作小斜率近似的情况下
, 石文献 8 和 , 心结果分别为

:

;
,

(, , , 了,

。)澎 一 。‘一 、

{{f典
, ‘(, · , , , ,

, )。_ (r
· , , ,

,
月

_

‘二·‘, · (: 7 )

J J ‘ 口罗
’

J , 二 昌 . “

p (r
, r ‘,

‘, ““·(r
, r ‘,

‘,
。‘·

一
x

!!「
: 刁P ‘

(护
,’ , r ‘ ,

云)
O ~ ,’

G 一
(r 一 r ,

‘,
〕

:

‘
, .

‘劣 ·‘, :

(2 8 )

由于 p ‘
(r

, r ‘ ,

t) = G ,

(r
, r ‘,

t)e x p (‘下
。
)

,

(, s)式的表面积分应该是散射场 p
.

的表式
,

它和

(27 )式的表式不同
。

而且通过简单的分析可以看出
,

假如把上两式中的被积式展开成泰勒级

数
,

并按 。 的幂次数排列
,

那么所得到的散射场的表式将不同子
‘

n 直节中由自洽的解析延拓

方法得到的结果
。

在W 节中将要证明
,

尽管因采用叭 hoc 方法引起了不一致处
,

但当积分宗量在
。《入的

条件下按小波高 。 和小比值 入/ A ln . : . 展开后
,

因 a << 入
,

(2 7 )(, s) 式的结果与 n A 中(23 b) 和

(2 3
c
)式的结果一致

,

值得指出本文在推得上述结论时所使用的方法是建立在对整个空间都是有效的场的表达

式的基础上的
,

这些方法不同于许多作者通常在作小波高近似时所采取的方法 (例如见文献

8
,
9

,

11 一 14 )
,

典型的情况是这些作者把(2 7) 或(2 8) 式作为出发点
,

对积分得到一种仅适用于

夫琅和费区或菲涅尔区有效而不是在整个空间上适用的近似
。

在这基础上再求得小彼高结果
.

虽然这样的近似一般地说在他们的使用范围内是有效的
,

但在由这些结果得出结论时必须小

心
,
以免发生错误

。
‘

在W 节中将会看到在 一 些 文
一

献中工,
, 1 .

曾作出过错误的论述
。

-

,
一

最后我们再次重复一下
,

如果作了小波高近似
,

没有必要因使用 K ir ch hof f 近似来把结果

限于 入/几
, n

, o 的极限情况
。

申I节中的方法可 以导出在频域上和在空间上普遍有效的小波

高近似
。

文献 7 中已经这么做了
。

这些结果将在下节(皿 )中以一种最适宜于份节中将要进行

的比较的形式给出
.

,
, · · -

·

m 由 HEL MHOL犯 积分公式导出的普遍有效的解

本节的目的是进一步发展 I节中得到的公式
,

特别是 氏lm ho l加 积分 表示 式
’

(1阮)一

(l sc) 这些公式适用于小波高情况且不依赖于 K irc b

hoff 近似
。

一

!
-

-

我们的目标是从 (1加 )到(1 5 c )式求得在小波高假设下对空间上和频率域 上普 遍 适 用 的

结果
。

这些结果与文献 7 和15 中对微分方程和
:

边界条件作微扰展开所得的结果完 全 一致
。

我们所希望说明的是不论是从微分方程出发还是从 H el m bol tz 积分方程 出发
,

只 要不 使 用

Ki
rc

冲gff 近似都可以得到相同的普遍有效的近似结果
。 、几

·

在 n IA 中我们将求得对载频(源频率)和边带声场的随机积分表达式
,

并讨论它们的某些

重要性质
,

如互易性
。

在 ll lB 中我们将求得声功率谱
。

这些结果适用于可用一般的波数—
频

率谱 凡 .(r
,
司

,

描述的海面
,

这里 r = (r
二 ,

r 矽是波矢量
, 。是角频率

,

均方根波高
a可表示成

:

_ 、
,

,

1
.

(f 「。
, 。 _ 义J , j 二

“
’

一丽蔺汀也
。‘·

气‘ ’‘ ’“ “‘ (2 9 )

. 原文误为 入八. t。

—译者
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我们注意到
,

文献 , 仅讨论所有海面波浪只沿正 , 方向或风向推进的情况
,

而文献15 讨

论了普遍的二维海表面的情况
。

A 载颊和边带的随机积分表达式

把(16 肠)代入(15 b)得到
:

P :
(r

,
护

‘ ,
亡) == 一 e x p 〔落(o, t + y 。)〕

·

{{〔
Z (p

“ , r , 刁口。

(护
护 , r ‘,

t)
刁名11

』醚丝进逻口
刁另

f,
J
二 , , . 0

d 仍尸己絮护

由上式很明显有 p l

(护
, r , ,

才)一 P ;

(r
’, r ,

云)
,

趣结果
,

我们将进一步在 ll lB 末尾讨论
,

把表式(30 )中的 P ,

式代入(拓c) 式得到
:

P : (r
, r ‘,

忿) = 。
却〔玄(Zo t + 7 。)3

·

(知)

由 P , 的这种互易性可以得到关于边带的有

X

{!
‘二 ‘,

·

{{
‘二

, , 声

‘, “产
·

〔
Z (。

‘’ ,
‘, Z (p ”

’,
‘, 刁G

。

(r
‘’‘, r , ,

t)

刁ZG 。

(护
‘” , r l, ,

t)
.

刁G
。

(r
护 , r ,

t)
a麒

. . . . . . . 曰. . 勺. . . 曰. 尸 , . . 口. . . . . . . . . 自. . . -
.
.
. .
.

一
附
一

, 目 . . . . 口. .

凸 一 了, 尸巴 一 I, 勺 ~ I’ 了
: , , , , . , , . 。

(3 1 )

交换变量 r 和 f’ 以及
一

f 尹
和 到

‘尹

发现场几也是互易的
,

P :
(r

,

尸
,

约二 P式州
, r ,

t), 这种互易

性不能推广到声压的更高阶的微扰展开项
.

为了估算式(3 0) 和 (31 ) 我们需要 G 。

〔护
即 , 护,

0 和它导数的适当的表式
,

特别是为了得到
P ,

和 p ,

的付里叶积分表达式我们使用 G 。

(f
份 ,
扒犷幻的付里叶积分表达式

。

由子求得最终结果

的步骤相当繁复我们将不在这里给出
,

留到附录人作一概要的说明
。

我们还需要随机海面 Z(矿声)的随机积分表达式
。

在 Z 是平稳(时间上)和均匀(空间上)

的随机场的假设下
,

选择了波数
—

频率表示法
,

(见文献16 或17 )
:

_
,

, _ 二、

1 「「f _ _ 尸 , , 。 _ ‘ 、 , , r , J o J _ 、

。心、P, ‘声= 不福萨
‘

JJj 娜
L’畔

.

’

p 一严少“月沙
止 . 仃少

这里 H (d r ‘口)“H (扩娜r ,

面)是一个随机的集函散
,

了一个随机变量
,

这一集函数具有如下性质
:

一 「
’

H (d了诚。)二H * (d刃弓o’)

它对每一微分体积元(集)

(32 )

尽厂d。 给出

这里
*
表示复共扼

, d r d o’ 是 d刃d 。 相对 r ‘ 。二O点的对称体积元
。

E 等于零(以 E 表示取期望)
:

(3 3 )

而且此集函数的期望值

E 〔H (d r da) 〕二 o (3 4a )

以及两不相邻的集 d r d。 和 drl d 。
‘

所对应的随机集函数之积的期望也等子零
E 〔H (d厂d。)H (d厂

‘

d a ,

)〕二 o
·

(3 4b)

这就是说 H 是一个具有正交或不相关的随机集函数
。

此随机集函戮幅度平方的期望为
:

E 〔H (d厂d 。)万
.
(盯d O’)〕== (2二)aS 一 (r

, , )d厂d , (3‘c)

这里 S
: :

(r
, 。) 是海面的波数

—
频率谱

‘“。

由附录 A 可知
,

所求的一阶修正量 P : 表达式为 :
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P : (护
, r ‘, 云)‘ 一

. ,’, .

(2二)
,

·

{{{含‘
1 ·

(
r , f r ,

气备)二
, 〔一“。 ‘犷, ‘〕“(‘r ‘丁’

一

箭{!{告‘
1 一

(
r

, , ‘,

“,

书)一
P卜“。一 , ‘〕‘ “’

“r ‘叮,
,

(3 : “,

这里

百
: *

(
, , , , ,

。
,

会)
一

斋
X

{!
一抓‘“(‘二 + : ”+ ” 1。, + ”! !

二
‘

,“‘” ‘3”b ,

而这里 内
。= (1 一 少一 护)1/

,

(3 5c)

以及 和1 1 * 二〔1 一 偌不几/ 无)
, 一 (” 不厂

,

/ 无)
, 〕‘/ ,

‘

(3 6d )

它们是正实数或是正虚数
。

P, 的表式(3 5a)是由(3幻式描述的海面所对应的波数
—

频率表

示法
。

文献l芡式(6a )」中对海面采用了一种近似的方向一
频率表示法

,

创乓适宜于计算
。

这

两种表达方式之间的联系在于把重力波的频散关系引入到表面波浪的表达式中借助于由平稳

均匀的随机压力所激起的重力波激发间题(一阶水波间题)的解
里,

可以达到这一点
。

一旦在这

两种海面表示法之间确立了正确的联系
,

直接可由本文的(3 5a )一(3 5 d )式得到文献15 的结果
,

即该文的(ga)
,

(12 b) (4 1) 和(4 7 )式
。

我们特别注意到利用多重积分的稳柑法
, “
可以由(3 5b) 式

得到汤
; 士
的一个渐近式

,

即文献1。中(4 7 )式
。

而与稳相点有关的支点奇性结构常使我们能得

到一个在空间一致的渐近结果‘最后一节末尾提出的主张就是由这一事实得出的
,

由于明显

的理由我们把 P :

称为边带场
。

如同在附录 A 中证明的
,

场凡 包含有载波(源 )频率的项和关

于载频
‘

的一个窄频带的项
。

.

为了保持能量守恒(见文献环)我们仅保留包含载频的那一项
,

把

它记为 P , 。

(r
,

州
,

云)
。

结果为
一

(见附录A )
. -

, - :

一
;

· · - -

尸: 。

(r
, 犷 ‘,

t) = e ‘”E 〔。
一‘,

·

凡 (r
, r ‘,

t)〕= ex p〔一 ‘(。t 一 下
口

)〕

·

命 !仃(告)
’

‘
: 。

(一
‘,

几

“
,

会)
“二‘几 ‘ , ‘“O-

(3 6。)

这里

百
: 。

(
, , , , ,

、
,

军卜华典!f(
; : 1+ + ; : 1 一

)。x p{‘、〔扣 十 。, 、 。 1。

(: 十 : ,

)z }‘普‘, (。。b)
\ 拓 / 6 盯

一
J J

同样
,

当计及文献15 中的方向
—

频率谱表示与本文采用的波数
—

频率表示之间关系时就

可直接由(3 6 a )和 (36 b )式得出文献 15的结果
,

即该文的(1 1舀)
,

(12 。)
,

(3 8。)和(4 5 )
。

我们还

注意到由于与 P、
同样的理由式(36 b) 的渐近形式即文献15 的(4 8) 式

,

在空间上是普遍有效的
,

由于明显的理由我们把 凡
。

(犷
,

州
,

t) 称作为载频修正项
。

在下小节中我们给出声信号一维频谱的结果
, ’

在这种情况下对波数已作了积分 (在文献

肠 的情况下对方向角求知)
,

这里给出的结果将更明确的与文献 15 的结果联系起来
。

B 声功率讼

满足能量守恒的压力场的小波高展开式〔到 O (扩)〕为
:

P (r
, r ‘ ,

t)卿P 。

(r
,

卜

户
, ,

t) + a P i

(r
, r , ,

t) + 。ZP : 。
(r

, r ‘, t)
,

(37 )

上式中 P。,

Pl
,

P : 。
的明确表式 已在 1ll A 中给出了

。

在附录 B 中我们简要地导出了实声压

— 叮7



的自相关函数
:

、

“
R ,

(, )、刃[凡少(朽 护
, , )挑P(r

,

淤
!

.

, ‘+
·

二)〕

并把它表示成付里叶积分的形式
:

“·。卜斋{{
_ “·(丢)一

‘。

这里功率谱密度 S 尸(a )是三项之和
:

S p

(o- )二 S , 。

(。) + S , +

(。) + S ; 一

(二)

上式中的每一项分别为
:

(3加)

(3 8b )

(3 9 )

5 , 。

(o- )一丰(e
: ,

(r
, r ;

) 十 e :
I(r

,

,
尸

)T
怪 冬

+ ZR e{C
l

(r
, 护 ‘

)仇(r
,
r

‘

)ex P〔‘k (R
: 一 R ,

)〕})占( !a l 一 。)
,

(4 0a )

C i

(r
, f ,

) = (4 二R
i

)
一 1

(4 ob)

了 {
- 茂

-

C ,

(护
,
r

‘

) == 一 (4 二R , )
一 ‘+

‘、)
:

瑞 !{{令
s二‘厂

, 。’

. _

二 / _ 一
, , 一 ‘

r 、
,

, 、
x 呀 , 0

气『
, r

一

, 佑,

下)以邵 (4 0。)

’

。 , _ 、

1
.

r(
, _

,

!言 / _ _ , , _

r 、阵
·

。’ ‘ L。, 一不获万上犷
一

{衬
’‘

、毛 r ’ ‘

!蒯!

x {S
: .

[厂
, 不 (。 + 。)〕U〔士 (, + “)〕+ S , .

团
,

士(, 一
旬〕

一

x U 〔士 (‘ 一“)〕}扩
,

.
1

·

(4od )

为了简便起见上式中没有明确
‘

地显示出 斗 和 S , ,

的宗量对空间的依赖性
,

式中 U (幻 是

H , , is ide 阶跃函数
。

我们 称 Q
: ,

(, ,
,

, z ,
0

,
0 , 吕, , 旅,

r/ 几)为边带系统函数
,

它对应于上
,

下

多 卜勒边带
。

图 2 以图象形式表达了式 (3的和(40) 的含义
,

功率谱函数是频率的偶函数
,

这是因为实

广义平稳过程 Be p (r
,

尸
,

t) 的自相关函数是
一

, 的实偶函数即 R , (幻 = R ,

(一幻
。

这些结果与

文献 7 的结果相同
。

在文献 7 中给出了
,

图 2 表示的这类情况的数值结果
,

它表示的是涌浪

的情况
,

即这时所有的表面波浪向同一方 向运动
。

不久将发表按文献15 中的表式计算得到的

S一口 .

穿穿
s ,.l ... 气t, ,,

一一

已兰禹禹
-

二上么么
. . . + ,

二

图 , 由式(3幻和式 (4 0) 给出的声功串谱密度的图示

一 7 8 一



二般的方向颇率谱的数值结果
。

-
·

: ·
·

、
.

‘

、 一

我们注意到一般说 S 尸+( 。)砖S , _

(。)
,

但是文献
·

7
,

」

15,= 肚 的作者们 已发现当源和接收

器置于同一深度 名= 扩 时
,

相对于载频的上
,
下多

’

卜勒边带的强度 基相 等
‘

的
,

即 S ,

式二)

二 S 尸 一

(叻
,

这一结果很有趣味并引出了许多间题
,

如
“
为什么

’

这情况看来总会发生
。

现在我

们能够解释这个
“

为什么
” ,

至少可用数学术语来解释
。

其原因部分在于 11 认节(3 0) 式中表明

的互易性质
。

交换源和接收器的位置接收到的信号相同
,

只要声源频率和海面波浪表式 (不

管是什么 ) 保持不变
。

在这种情况下当源和接收器位置交换时
,

接收处的声功率谱必定保持

不变
。

图 3 (幻
,

3 (b) 说明了这种情况
,

图中我们 向海面俯视相距为 户的源和接收器
。

图
‘

3 (a )

中源深度为 了
,

接收器深度为 : ,

而图 3 (b) 中源深度为 名,

接收器深度为 才
。

图 3 (b)中为了

使源点仍位于坐标原点我们作了坐标变换, 因而把水平面内的坐标重新取名 为 污,
·

歹
。

考察

(3 6b)式发现如果令

东= 一 示 窗= 一刃 (4 1肠)

则

Q
, ,

(牙
,

歹
, 名, ,

0
,
0

, : ,

无
,

厂/无) = Q
; 、

(‘ 示
, 一 歹

, 名‘,
0

,
0

, 名,

k
,

厂/ 无) (4 1b)

这意味着如果我 以垂直方向为轴把接收器转过 ar 弧度
,

那末上下多 卜勒边带系统 函数就要对

换
,

由(4 0d )式可知 s , 十

和 s尸一 同样也要对换
。

从图 3 (b) 到图 抓幻 就表示了这种对换
,

图

3 (幻中我们重新把 一 落称为 二 , 一刃称为 ,
。

现在把图 3 中的 (a) 与(心 相比
,

发现接收器与

源的深度如同边带一样也作了对换
。

所以如果源和接收器的深度相同 名‘扩 ,

那两边带也必

然相同
,

S , ,

(。) = S 尸 一

(。)

C 小结

—
1 1 1 节

本节得到的结果有如下特点
:

(1) 可直接由 He lm hol 加积分方程利用小波高近似得出
,

(幻 没有使用 K ir 比h o ff近似
,

(3) 在空间上和在频率域上都是普遍有效的
,

(4 ) 与文献 7 和 15 由微分方程出发利用小波高近似得到的结果一致
。

⋯(6 ) 预见到边带一般是不对称的
,

(6) 可用来评价在使用 K ir chho ff 近似的同时又使用小波高近似这样所得的近似结果 的

质量
。

上面最后一条(6 )是第W节要讨论的内容
。

IV 在 Kire班lo ff近似下的小波高解

本节的目的是要讨论第 11 节中的 K irc hh o任 近似和第 份 节中普遍有效的近似之间的联

系
。

在 n 中我们导出了两种公式
,
即对平均表面 以及对 自由表面的小振辐海面的 K 针ch bo ff

近似公式
。

前一个公式(2 3) 比后一个严格
,

这是因为前者是利用泰勒级数展开得到解析连续

的边界条件而后者为了得到所要的结果式 (2 7 )和 (Za) 使用了翻 b伪 方法
,

这后面的两公式取

自其它文献
。

一 7 9 一



皿节中我们从 He lm b ol 恤积分公式出发不使用 K ir c
汕 o ff 近似求得了普遍适用的解

,

式

(那)和(3 6 )
,

这些结果与文献 7 和1石中直接由微分方程出发得到的微扰解相同
。

在 IV 人中我们将把平均平面的 K ir 吐面时f 近似公式 (2 5) 与普遍适用的结果
,

式 (3的 和

(舞)
,

作比较
。

在 IV B 中我们将对自由表面的K 卜c
地of f近似公式作类似的比较

。

在 IV O中

我们将作些一般的评论并把我们的结论小结一下
。

A 平均表面公式
’

」

利用附录古的方法可把(23 b) 和(2 3 c) 式改写成类似于皿节中(3 5 )和(36 )式的形式
。

边带

的结果仍由(3的式给出但其中的

胃 / _ _
, ,

r 、 无
4

r「/ 士落r
、 , * 一

\r,
r 一 、刻一

丽 Jj、, 下一
‘

玄石
*

’

灿1。灿 1 1 生

1 1
中一 十 -

止边七、
种 1 0 1

X e x p「‘无(扣
+ 刃, + 户i 。。 + 种 : 、* 多‘)〕己若d ” (4 , “)

这里 乙
* = (普干r 二

/的劣
。 + (勺干r ,

/的 ,
。

(42 b )

劣。
和 ,

。

分别是 ‘ 和 , 方向的单位矢量
。

把(4 , 幻式和(3 6 b )式相比就可看出两边带系统函数

Q
: *

(护
, r ’,

无
,

r 肠)的差别
。

这一差别归因于在求得 (如a) 式的过程中使用了 K ir ebho ff 近似
。

如同第
,

三节中说明的
,

式 (3石a )和
一

(3 5 b) 在小波高近似的范畴内是严格的
。

这样在进行严格的

小波高展开的同时
,

使用 K ir ch hof f
:

近似将引进误差
,

.

甚量级为 。(r / “) 一。(入/‘
, ·)

,

具体

体现于(4加)式的括号中的项
,

但是在 r/ 无, 0 的极限情况下 (4加)式趋于 (3石b) 式
。

lim
矛 I 几呻0

了
.

兰』二
.

、 无

憾省

林 1 0仲1 1 士

1
.

1
十— 十 —2

·

2

卫生乙、司
仲 10 /

这样我们可得出结论
:

频域上不是普通有效的

的两边带辐度相等
,

O

作小波高近似的同时
,

如果还使用了 K irch ho ff 近似将导致其结果在
,
只适用于 r / 无‘ o 的极限情况

。

而且
,

在这极限情况下根对于载频

1+ ‘ O
; 一 ,

这是因为
:

lim 种
厂 / 几一0

1 1 + = lim 灿小 == 仲1 0

r / 介叶0

用同样的方法可以证明 : 式 (2 3幻具有式(3 6。)
,

的形式
,

’

Q : 。
·

的表式不同于 (3 6 b) 式
,
因被积

函数中还包含有另外的 O (r / k) 量级的项
,

因而载频修正项也只是在 r /无, 0 的极限情况下

有效‘一
.

B 自由表面公式

式 (盯 )和 (牙s) 分别是文献 8 和 9 中得到的公式
,

我们 已经指出过
,

在求得它们的过程中

没有用正规的展开方法而用了 ad 加。方法
。

尽管这样
,

用 IV A 中引用的方法仍可 以证明这

些结果同样只有在 r /卜
“ 的极限情况下有效

·

事实上在这琴度内
,

自由表面公式与平均表

面公式是等同的
。

C 评论和结论
—

第 IV 节

许多作者讨论 了 K ir o b hof f 近似的有效性
。

文献”的作者研究了 Re lm ho l七: 积分方程得

到的对平面波散射问题的积分方程
。

他提出了 五ir 。地o ff 近似有效的充分条件
,

即表面斜率

以及声波长与表面曲率半径之比必须充分的小
。

这, 充分条件可用另一形式表示成
:

可禹、《1
、

. 一

(4 3幻
。入/ A

, 。 : 二

《1
,

(43 b)
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式(4 翻)和(4 3b )也可以解释成
: 。飞如果表面被高充分小

、
-

可人卜‘O
‘

那么声波长与表面波长可以同一量级即

入尽
. : 、” 0 (1)

但是如同我们已经证明了的
,

情况并非如此
,

正确的条件应该是
’

场《入《Am
i。

·

、 ‘ .

(44 )

Ro lfor d:a 也独立地得到了这一结论
,

他把由Ki 二hho ff 近似得到的结果与平面波在正弦表面

散射的严格解作了比较
。

一一
近来有些作者讨论了声功率谱的边带一般地说相对于载频在幅度上不对称这一事实

。

但
、

他们的论据是建立在分析由(盯)
,

侈幻这类表式得到的结果的基础上的
,

而这些表式又是借

助于 K ir c hb o ff 近似导出的
,

然后这些公式只有在 r/ 介、0 的情况下才是正确的
,

而这时边带

在辐度上相对于载频是对称的
,

所以在r/ 称= O(l) 的情况下
,

由式 (4 0d )以及边带系统函数
-

Q
: *

的表式(3 sb) 可正确地得到边带的不对称性
。

,

文献触给出了一组典型参数的功率谱图
,

我

们应该注意到在那些图上
,

在非常靠近载频的频率处(r / 无《1) 边带在辐度类是相对于载频对
称的

。
4

反映风速影响的更完整的一组数值结果将在以后的文章中给出
。

一

挤长。 2 卜

二
、 「

卜

一
’
_

‘

f兰以、
/ 厂
指仁 价z ‘

图 3 声源和接收器的位置以及当 : = 公时相应的谱密度
,

它被用来证实边带相对于载频是对称的

V R即lei 沙 Ri ce 展开

微扰法是经典物理学中的一种标准方法
,

它已 以各种形式被用来求得小波高情况下的散

射近似解 1 , “7年凡yle igh ”考虑平面波在周期表面的散射
,

他把有限辐度的表面和散射场表

示成付里叶级数
。

散射场的这种表示方法可以解释成是一族离开表面行进的波
,

这些波的辐

度待定
,

方向角是离散的满足经典的衍射光栅定律
。

这种表示方法(Ra y l. i沙假设)已被证明

在适当的条件下是精确的
, 石一朋

。

在小表面幅度的假设下瑞利通过一种相当于把精确的边界条

一 8 1 一



件展开到一虚构平表面上的方法求得了未知系数的渐近近似植
。

」

‘

1匆巧O年儿讨
,

利对瑞利的方

法求解了平面波在随机周期表面散射的间题
,

再近山些 Ba rr io ka
。 , 昌l

利用 R ice 的方法求解了

平面电磁波在运动随机表面上的散射问题
.

’ 「 ‘

一
’ 二 、

虽然这中间的联系还不完全清楚
,

但文献乍
, 1 5 ,

和2 1( 还可以见本文的 工和皿节 )所使

用的展开方法与 助尹ei gh 和 杯1. 使用的方法完全等效
。

在这些参考文献中
,

研究了点源激

发的间题同时把(非周期)表面表示成(随机)付里叶积分(见 nI 节)而不是付里叶级数
。

从概念

上说这一差别并不是很重要的
,
因为付里叶积分可以看作为付里叶级数的极限情况

。

文献7
,

1吞和盯中的形式上的展开方法引出了一个边值问题的系列
,

没有作助ylei 沙 假设犷但是所有

这些边界问题解的总和
,

确实就是孙ylo igh 假设的形式
。

’

附录 O 中将更详细地给出这种联系
。

所以说上面所引的这些参考文献的绍果是助y l滋gh 和 Ri c6 的原始结果在点源和运动随机表

面的情况下的逻辑推广
。

.

: ’

“
-

致谢

本文发表的研究工作是由海军研究室资助的编号为4 80

用录
.

A
:

声场的随机积分与表达

在本附录中概要地导出了边带场
·

产:
(r

,

尸
,

t) 和载频修正项 凡
。

(r
,

尸
,

t) 的随机积分表

达
。

我们先说明一下因为式(3幻形式的积分是在平均极限意义上定义的 (如见文献16 和1 7 )所

以下面所需进行的积分次序的交换是允许的只要在平均意义上最终的结果是收敛的
。

作了某

些适当的假设后
,

情况就是这样
,

关于这一点将不再进一步讨论
。

联立 (3 0 )和(3 2 )式可以导出 P i
(f

, f ‘,
t)的表式(36 )

。

因为 Z伽
,

t) 是实的
,

式(3幻可等

效地写成右边项与它的复共辘之和 的一半
,
于是得到

:

一 (, 万)
,

一p卜 ‘(。‘+ , ·

)〕p
l

(r
, r ! ,

‘
卜!{{知

1

(r
, r , ,

‘
,

r )

一
H (“

叮)

+

{{{
‘·

(r
, f ‘,

‘
,

厂 , ·
‘’ ‘H ’

(‘r ‘。,
(A la)

这里

F
,

(r
.

r , .

,
.

八 一卫‘ l{
。* ‘二

· , ,

「旦匾鱼生些兰上
义

卫鱼姆迎卫上〕
毛

、

“
‘

Z a JJ L 刁多
,’

刁名
I, 」 : , · 二o

己劣护己梦尸

(A lb)

可见式 (A la) 具有式(3加)的形式
,

剩下的任务是要证明函数 F : . :

可 以简化成式 (3 5b )中函数

Q
: *

的形式
。

这一点很容易做到
,
只要利用如下事实

:

「 aG
。

(r ,, 。

犷
.

云) 〕 。厂 a G 一 (r 犷 。

护
.

云、 1
lee 一一二‘气尸任犷一‘一‘- l

一

= 若 l一一- ~ ‘二= 一- - 二‘- 一:‘一二‘- !
L 刁多I’

.

J 奋
, ,

. 。 ‘ 妙名 ,’ 」, J ’
。。

(A Za )

以及表达式

_ ‘ _ 、
,

,
, _ ,, _

, 、
撼介 r-(

_ . , . , , , , . 、 , ,
一

、
·

“
’

一廿一、「
,

r,
“, 一瓦蔽」」内

. ‘

exP
t‘括 L戮

公

一
二

)+ 叭犷 一脚 十内
。
lz’’ 一 ”, “少。笋刀

一 肠.

(A Zb)

利用恒等式
:

一 8 2 一



ex p〔‘无(尸 + ; 念).一
J....甘

会
H ·‘”汁 (‘一 若, )“

’p〕-

p = , : 十沪

一 4‘(尹十 多,

)
1 / ,

e 一‘k扩a如

(人3a )

和
{
一 。。‘1 ,

{、(1 一 :
:

)
1 / ,
〔,

· , + (:
“ 一 : )

,
〕

, / ,

}。
一
“ , , ·

匆
‘一各

二 : 。一, (、、二
: 。

}:
‘ 一 : l)

沙 一 . ‘ 月
户

这里 H 。‘1 ’
是第一类零阶汉克尔函数

.

尹夕
,

到
,

朴乃抓脚

‘

伍3b )

通过消去四个积分就可以得到所要求的简化式
:

。)Q : * (f
, f ‘, 无

,

r / 奋)。
一盆‘. ‘

为了建立凡
。

‘

的表式(3幻我们将按导出式(

它与(3幻式联立起来
,

‘

使用与求 P :

时同样

)同样的步骤去做‘

方法便能得到
:

(A 4)

现在我们从式 (1加)出发
,

把邻的

一 (“二)
。

一
、 (r

, 『, , ‘)一

J{J
F ·

(r
, r 产,

‘
,

r
,

)。一 tH (‘
,

‘。
·

)

+

{{{
F .

(r
, r , ,

‘
,

r
,

,一
‘’H ·

(们
a ‘

,
(衡义)

这里

F :

(, , , , ,

。
,

二 )一孚
一

{f
。、

,

⋯
、

「卫旦达黑今乙立丝匹典型上〕
· ‘

。, 妙
. 2 0 J J l- 口汤

~
C 多

一 J , 口 户
口O

(A sb )

(aPI/ 刁尹)的积分表式很容易由
‘

(3 6幻和 (3 5b )式得到
,

当把它与式(人的)以及(A加) 和
‘

(A Zb)

联立起来便可 以简化得到最后表式
,

只要利用占函数关系式
:

(2二 /介)
, 占(若士厂

二

/无一 若
‘

)6 (”士厂
r

/ 抢一 勺
‘

)

一
{{

。x p
}
‘、盯

二“

f若
士

今
一 若

,

、
十 , ·

(
, 土

卒
一 ,

,

、飞l‘
二
“犷 (邮)

J J ‘
.

‘
,

、:

‘ , 、 布 ” , 习 ,

函数 F 。, .
可写成 :

“‘“’ “ ’‘

’F : (r
, r ‘,

‘
,

厂
‘

,一濡箭爷
(( 「

_
. , . , 、

.
_ , , ‘ / - 一

, ,

尸 \-
, , 1 ” 1 、

X

」}J
“x p L 一 乞又。 + 叮 士 仃

’

) 石“丘篡火
r , r ” ‘广下

一

/月火
。I 。叮J

心
侣 ? .

16 二 2

(2二)
3 子 {{{一

p 〔一 ‘(

一
士 ‘”‘〕

·

今(
, , r , ,

“
,

干)
H ·

(‘r ‘J ,
认7a )

而这因

书(r
, , , ,

k
,

r
‘

/“)一

{{
二 ! 。

一P{‘“〔(‘士r
二’

, , , ,

+ (勺 士厂
, ’

/ k ), + 户
’i : * : + 种1 1 + 名’〕}鳍d , (A 7b)
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K畜(
r , , , ,

“
,

r
,

/ “)一

{{
; 1 , X p““〔(。* r 一/ “)· +

“, 土户一‘“, ,

+ ”
r i : * 名 + 户1 1 一 z ‘〕}d疗d 刃 (A 7 c )

式中内
, * ’

是在 内
, *

中以 r’ 代替 厂
。

略加思考可发现联立式 (A7 )和(人5 . )时得到的凡的结果表式中将包括含有载频(源频)项和边

带频率的项
,
因而

「

P ,

的最终表式可写成卜
一

凡(护
,

卜
‘ , ‘) == P : e

(铲
,
于

‘,

勺+ P : :

(r
, r ‘,

t) “
‘

(A s)

这里
‘

P云由式(3 6)给出
,

P : :

是 P :

中告边带频
」

泰的部分
,

在我们所采用的裁取方法中不予考

虑(如在 11 认 中指出的 )参 但是为了完整起见
,

我们指出如果从式 (A8 ) 中去掉随执相位因子

。p (卿
。

)
,

那么剩下的项 ex p (一 ‘7
。

)P
:

利
。x p (一嗯呱)凡

:

分别是随机过程 e
xP (一钾o) P :

的

平均值和具有零平均值的部分
。

作 (3 6a) 式指出的期望运算并同时利用(3 4) 式可 以形式上得到

分解式(AS)中的第一项
.

为了得到 几
:

的积分表式必须借助于随机积分的定义(见文献 16 和

1 7)
。

可 以证明结果是若干项之和
,

每一项是一个 6 重或小于 6 重的 It 。随机积分(见文献1了)
。

附录 R 声压的功率谱密度

式(3 8 b)
,

(3 9 )和(4 0) 可通过一个直接的形式上的代数运算导出
,

它一开始应用 (3 8a )
,

及(3 7 )式
,

(3 7 )式右边的三项分别由式 (幻和(1 加)
,

(肠)
,
以及(3 6 )给出

。

在这运算中对 P

取实部的最方便的办法是把它写成
‘

’
· ‘

-

,
_

、 1
, 。

‘

”一 、

工甸日厂 = — t r 十 r 甲 ,

分
、

在对 (3哟式右边展并时可以作许多简化这是由子Z是一个零均值的随机过程仁式(3 4的」
,

它与随机变量 ex P( ‘为)是统计独立的
。

通过某些我们没有在这里写出的简单的运算很容易得

到(3的式的第一项以及式(4份)一(4 0幻
。

(39 )式剩余项以及(4 0) 式的推导稍微复杂一些
。

这些项可通过估算表式如 E p 、
(r

,

r’
,

t)

Pl
*
(r

,

州
,

亡十 T )得到
。

当把(3 5a )式代入这一表式
,
利用式(34) 并考虑到

:

Q 、* (r
, r ‘,

七
,

厂/ 无) = Q
: ;
(r

, f ‘,

七一刀无) (B l)

可 以得到
:

E P ;

(r
, r ‘ ,

t)P
l *
(r

, r ‘ ,

云+ 二) ==
2

(2二)
,

_ _

「「「/ 无、, ,

交
, _ _

; ,

”
, , 、 . ,

。 工 , 、 _ ; ‘_ ‘ . 、 , , ” , _

X

JJ)、万) l衬 ‘+ 气r
, r , ‘, 2 1‘)}

一。 , ·

、止 , CT ) . ” 一
’

一 ”以 a Cr

2 「「f l 无、
, .

言
, _ 一 , ,

。 , , _ 、 . ,
‘

。 ,

补 _ 、 _ ‘ 。‘ _ . 、 , J , 」 _ , n 。、

十万获乎
.

月」火侧
l‘

一 , 气r
, r , ’, ‘ / ‘, !

一 ‘ 。 : ,

、‘
, 仃 , r

·

-

一 , 。。 、。‘ ,

作某些简单的变量变换
,

利用 s.
,

的对称性质
:

S
, :

(r
, 。) = S

二:

(一厂
, 一 。)

并把对 。 的积分分成两个积分区域
,

(一 ao
, 一 。)和(乙 。

,

oo )式(B幻可以改写成 :

。 。 , _ _
,

。 , . ,
_

_ _ , , 、
4 (f(

““ / 无、,
’ .

女
, _ _

, ,

,
, , .

鱿怀
『”” r l一、r

’『”‘十” ~ 又,两万少
, ·

、刻
’
协认r, r ”‘,

“
‘,

一 84 一



“ “二「r
, 一 (<T 十 “, “一

‘口’‘r ‘a 十

戈玄箭{!{
无
】Q

: 一

(r
,
r

, ,

抢
,

厂/无)!

x s
: ,

「r
,

(。 十 。)〕诊
一

沁 了 d r 面
‘

(B 3)

把这表示式与它的复共扼联
一

立起来就可求得式 (3的和(40 )中所求得的那些项
。

附录 C R a vl
e ig h 一R ie e 展开与 I 和 n l 节的结果之间的等价性

考察式(3加)
,

‘

(35 b)
,

(Asa )和 (人D 中的积分表达式可以清楚地看到这一事实
,

即文献

7
,

15 和肚 的结果或与其等效的 I和 111 节的结果可以通过适当的推广助y lei gh 对平面波散 射

所假设的形式来得到
。

在本附录中将把我们的结果改写成一种能反映出它是 Ra y lei 沙 假 设

解在点源激发和运动随机表面情况的推广的形式
。

一
’

我们从式(3 5a) 和 (35 b) 给出的一阶场 p ;
的表式出发把式(3 5b )代入 (3 5a ) 并简单地改变

对 若和 刃积分的积分变量
,

就得到

p l

(r
, r ‘,

‘, 一

{{{{{
:

p l ( 1 )

(d r ‘O’ )二p

{
‘“

〔(
; +

令)
二

/ r
. ,

十 气 刃 + 一一一
\ 拓

, + ; ! 1 一 :

」
一 ‘(。 + O’)‘}

‘; d ,

+

!{{于{
; , f

一(‘r ‘叮)二P

{
‘“

[(‘
一

令)
二

小
一

令)
, + 二 ! 1

二〕
, ‘(。一 , ,

}
d“ ,

(C la )

这里随机集函数 P : ‘’, , ’
定义为

:

P , “’(d厂d 。)= 一 无,

(8 , : a )
一‘

(2二)一 x e x p [ 感(无”
i声

‘ + 甲。)〕H (己尸d。)
一 ’

(o lb)

和 Pl ‘2 , (扩d。)一 一 介,

(s二
, 。)

一 ‘

(, 二 )
一。 x e x P仁‘(无林、。忿

, + ) 。
)〕升

.
(‘刃d‘) (C l‘)

很明显式(0 la) 可以解释为平面波谱的叠加 (谱是连续的
,
因为这时表面是非周期和随机的

,

声源是点源辐射体而不是单一平面波的情况 )
,

那些 挤 1 : 玉为芷实数的平面波离开 表 面
: = o

传播
,

而 ”111 为正虚数的平面波很快衰减
·

我们接着讨论两阶能
,

考察琳的和(Av) 今
发现 凡(r

,
州

,

t) 可以表示成与(Cl幻式的 p l

(r
, r ‘,

t) 同样的形式
,

_

只琴对随机集函数 p : “
,

”
‘

用如下随机集函数代入
:

尸: ‘l ,

(吐r d。
,
t)= ‘无3

(16 才
, a勺

一

l( 2 二)
. ‘ 二

· _ ’
1 1

X ·‘’·

〔
; 戈。。X , (‘“二

!工二
‘

,
{{{

。

一
H (; :

,

‘口
,

)
二

+ ; 1 。·
、(‘“二

1 1

一 )
{{{一

H ·
(“

‘(T
,

)〕
。(‘护‘叮)

,

(0 2。)

; : (: ,

(、‘叮
,

, )一‘,
·

(16 二
·。:

)一(: 二)一 、 。,二
l

卜
! 。e
二(‘、

! 1 ,
,

)

·

{{{一
“H “r “。

‘

’+ ”1 。

一p (“”
!卜“’

_ 8 5 一



·

}{{一
巴·H
(#r “。

‘

,〕
“’(‘r ‘丁 , (0 牙b)

我们注意到随机集函数现在以时间为参数
,

因为它们必须满足运动表面的边界条件
。

我

们再次重复附录A末尾的说明
,

即我们现在对随机积分的处理是形式上的
,

借助 Ito 随机积

分可给出最终结果的意义
。

L

-

由上面的推导可知所有小波高微扰展开级数中的更高阶项都可以表示成 (01 )的形式
。

这

样我们确定了第 V 节指出的琳y lei gh ‘Ri , 方法与直接微扰方法之间的等价性
‘

事实上
,

对本文讨论的问题用 Re igh
一R i怕 方法求解时

,

首先假设 p (f
,

州声)是形如(0 1)

式的表式与对光滑平表面的声压 P。

(r
, r ‘,

t) 之和
,

一

然后用微扰法计算随机集函数
,

这样就重

新得到皿节的结果
。

注释与参考文献
1

.

假设海面是一个低通过程
,

其功率谱密度的截止频率为 。. “ .

2
.

这一假设将由随后的分析证明
。
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