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本文采用单一矩有限元方法 � � � �� � � � � � � �� �� � � �� � � � � � � �� � � �

研 究具有棱 角的多面体 刚性柱的声散射
。

与变量分离法相 类似
,

单一拒方法是

把 变量表示成一组基函数的迭加
,

并通过微分方程求解
,

而 有限元方法求解微

分方程的边值问题是相 当有效的
。

文中首先用单一拒有限元方法计算 了刚性长

柱在平面波入针时的散封形态函数 以证明该方法的有效性
,

还对三角柱
、

方柱
、

六角形柱和八角形柱等不同截面的等边 多边形柱在平面波入射时的散射形态函

数进行 了理论计算
,

给 出 了� � 。 � �
,
�

, � 时形态函毅的指向性 图 和 � � 。 � �
�

�

� �
�

�范围内反向散射的形态函数 曲线
。

一 君� 佗断
、 子 砚 犷二

求具有棱角的或几何形状比较复杂的

多面体柱的声散射间题没有明确的解折解

存在
,

只能用数值方法求近似解
。

在各种

近似解方法中
,

经典的方法只 有 两 种 情

况
,

一是当入射波长 几比散射体的特征线

度 � 大很多时
,

即� 尽 《�
,

使用瑞 利 散

射理论一低频近似方法 , 二 是 当 � 尽》�

时
,

采用几何光学理论一高频近似方法
。

当 � 与 几 可比较的中间情况
,

就必须 用数

值技术求解
。

研究多面体柱的声散射问题实际上是

很有意义的
。

由于棱角的存在
,

理论处理

遇到的困难主要是由于表面曲率的不连续

引起的奇异特性
。

� �� 〔�〕 通过用散射体表

面源密度在棱角处分布奇异特性的描述
,

采用积分方程法研究了方柱对电磁波的散

射问题 , � � � � � � � ��� 用类似� � �对 散 射

体表面源函数的处理
,

把表面声场用一组

适合描述其特性的基函数的迭加
,

采 用�

矩阵方法求解有棱角刚性柱的声散射
。

因

此
,

用积分方程法或� 矩阵方法主要 间题

是选择描述表面场的基函数
,

而基函数的

选择本身就要预先知道表面场 的 分 布 特

性 � 并且当散射体的几何形状复杂时
,

基

函数的选择就非常困难
。

尽管在散射体的棱角处表面声源的法

向导数是奇异的
,

但表面声场仍然是可积

的
。

用单一矩有限元方法求解
,

就可以避

免在数学上处理这种较难处理 的 奇 异 问

题
。

� � �〔�〕首先用这个方法研究 电 磁 波

的散射问题
。

� � 〔。 用有限元本征函 数法

研究了多面体柱的声散射
,

实际上是单一

矩有限元方法的特殊情况
。

由于该方法的

有效性和灵活性
,

所以又称它为经典的变

量分离法的修改
。

这不仅由于单一矩方法

同变量分离法一样都把变量表示成基函数

的迭加
,

同时
,

它们都采用微分方程而不



是采用积分方程求解
。

本文首先简单描述

单一矩有限元方法求解散射间题 � 然后给

出这种方法对儿种有棱角的多面体刚性长

柱的计算结果
。

二
、

单一矩有限元方法

设一 单 位 振 幅 的平面 波 印。二 �� �
� 扣

�

一卜

� � �
· � 一 �“ � � 入射到截面边 界为� 的

无限长刚性长柱上
,

如图�所 示
。
� 为波

数
, 。 为圆频率

,

柱轴沿直角座标系 的�

轴方向
。

用单一矩有限元方法求柱 目标的

声散射
,

首先在散射体外用一 边 界 为�,

的虚拟数学面一无限长圆柱面 �三维间题

是球壳 � 来包围散射体
,

把散射体从无限

空间中分离出来
,

以便在有限空间中进行

数值求解
。

根据单 一 矩 方 法
,

把 �, 内的 声场

中�
� ,

幻表示成一组基 函数的迭加
�
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�

函数 冲
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�� 满足 波动方程
,
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今
。
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� 二 � ,

当 散 射 体 是 均 匀 介 质 时
,

小�
� ,

幻 就可以用变量分离法一即本征函

数进行展开
。

在�
‘

外
,

把散射波申
�

和 入射 波申
。
展

开为柱谐和函数
�

中
, 二 � ��

� � � , � � � � �
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式中角标
。 , 。 分别表示系数的偶分 量 和奇 分量

,
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, 。
是 已知的

,

��
, ’

是待 求 的
,

�� ��� � 和 � 轰� �
� �分别为柱贝塞尔函数和柱汉克尔函数

,

根据它们在原点和无限远

点处的特性
,

完全适合描述入射平面波和散射波
。

由于 �, 是圆柱面
,

可 以把 币��
,

句在�, 上展开为富氏级数的形式
,

即

� 。
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式中�
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与口角无关
,

它可以与
� 。

合并成一个未知量
。

利用边界条件
�

伞��
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口� 二伞
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把相应的展开式代入 ��� � �� 式
,

并与任选一组加权函数 �
�

求其内积
,

则 � � � �
一

� � 式变为
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句在 S
‘

上展开式的第
n
阶分量与其法向导数的关系式

。

在S, 内
,

函数
a
神

。

(r

,

6) 用有限元方法确定
。

根据波动方程的泛函极值条件
,

求出
a
神

二
(
r ,

0) 的有限元系统运动方程(“》
:

卜 。 2 〔M 〕 + 〔K 〕 } 玉a
。

币
。

}
=

{ Q

n

} ( 1 1 )

矩阵
.
〔M 〕 〔K 〕分别为系统的质量矩阵和刚度矩阵

,

考
a
神

。

卜为有限元元素结点上
的值

,

若用矩阵 〔N 〕表示元素的形状函数
,

则元素内任一点 an 伞
。

(r

,

6) 的值都可表示

44



为
an
小
n(r ,

a )
= 〔N 〕 褚

an
币

。

卜
、

亏Q
。

} 为系统的载荷矩阵
,

{ Q

。

卜J
s, 。

〔N 〕

孺
(a·。·‘一“, , ‘5 ,

代入
a
神

。

(
r ,

0) 在边界上的富氏级数形式和关系式 ( 10 )
,
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载荷矩阵 亏Q
。

卜建立了有限区 域 内的 声

场同无限区域内的声场之间的联系
,

而无

限区域声场对有限区域声场的影响
,

数学

上体现在对有限元方程载荷矩阵的影响
。

将(13) 式代入(11) 式就可得到
:

以表示为
:

小
。
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求解这个方程
,

并根据(8 )式
,

就可 以 求

出系 数”轰和
S
且

,

从而也就求得 了散射场
。

三
、

计算结果与讨论

用上面的方法进行计算
,

求出散射系

数
s:’

”,

当
r
远离散射体时

,

散 射 波 可

fco (8
),J 远场散射形态函 数

,

在 散

射间题中是比较感兴趣的物理量
。

计算中
,

采用三角形元素
,

一次线性

内插函数
,

N 的选择为10 加K R 的 整数
,

这足够保证在计算K R 的范围内级数 的收

敛
。

平面波的入射方向都指定为x 轴的 正

方向
,

即 6;二 o
。 ,

置散射体于座标面上处

对称状态 ( 如图7)
,

所 以散射场也是对称

的
。

为减少计算量
,

利用对称性
,

仅取半

空间进行有限元网格化和计算
。

整个计算



是在L SI 一11/ 23 机
_
}:进行的

。

为了验证单一矩有限元方 法 的有效

性
,

首先对具有严格解的无 限 长 刚 性 柱

的声散射进行了计算
,

在圆柱载面的半平

面上取72 个 三 角元 素
,

74 个 结 点
,

当

K R 二 5 时
,

元素的最大边长1与波 长 之比

1/ 孟< 0
.
0 7

。

计算结果同准确解相 比 较 得

到明显一致的结果
。

数值表明
,
K R

(
3 时

,

绝对误差小子午分之二
,

K R
二 5时

,

绝对

误差小于百分之二
。

对等边三角柱 ( 208 个元素
,

1
37 个结

点)方柱 ( 18 4个元素
,

13
2 个结点)

、

六角

柱 ( 138个元素
,

1 0 8 个 结 点 )
、

八 角柱

( 13 2个元素
,

1
07 个结点 ) 的计算结果如

图2所示
。

从图2可以看出
,

在低频情 况 下
,

目

于 口
图 2 多面体往散射远场指向性图 K R . = 1

标的散射特性与目标的儿何形 状 关 系 不

大
。

三角柱与圆柱的散射远场指向性除了

最小值的位置稍有不同外非常相似
,

三角

柱位于65
“ ,

六角柱为60
“ ,

而八角柱与圆

柱相同
,

都是55
“ 。

低频时这种瑞利 散 射

特性本身说明了目标的棱角对目标的散射

特性影响不大
。

此外 还 计 算 K R
。 = 3 和 K R

。 = 5 时

几种刚性等边多角柱的散射远场指向性图

(此处从略 )
。

图3表示多角柱的 反 向散

射形态函数同无量纲频率K R
。
的 关 系 曲

线
。

由此可以看出
,

在高频情况下
,

棱角

对散射特性产生比较明显的影响
,

相同的

K R 。
值

,

多角柱同圆柱相比其指 向性 更

复杂
,

并且棱角越尖
,

对散射 的 影 响越

大
。

从反向散射形态函数图来看
,

八角柱

的散射特性 已接近圆柱的散射特性
,

它们

峰 (谷 ) 值的间隔都 是△K R
。 “ 1

.
2

,

仅

在K R
。
轴上的位置相 差0

.1。 棱角对 高频

散射产生的影响主要是由于表面曲率不连

续而辐射蠕波所引起的
,

而在 低 频 情 况

下
,

蠕波的影响很小
。

计算表明
,

单一矩有限元方法是有效

的
。

由于它求边值问题是从微 分 方 程 入

手
,

而微分方程的描述无论是均匀散射体

或非均匀散射体都是相同的
,

从而使它的

求解范围 比较广泛 ; 在计算上采用有限元

方法
,

使它的应用相 当灵活
;
另外

,

对不
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图 3 多角柱的反向散射形态函数图

同散射体
,

计算程序具有通用性等优点
。

工作中得到冯培元同志的帮助和有意

义的讨论
,

赵景架同志在计算 中给 予 帮

助
,

表示感谢
。
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