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　　边界元法应用于计算辐射声场时, 由于奇异积分的存在, 会影响到计算结果的精度。本文描述

了处理带有 1/ r 奇异积分和 1/ r 2二次奇异积分的处理方法, 包括数学证明和数值积分方法。计算

结果表明这种方法能提高精度。
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A method of treating high-order singular integration in

calculation of sound radiation with BEM
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( Shangha i Jiao T ong Univer sity　· 200030)

The singular int egr ation w ill affect the pr ecision of the r esult while the Boundar y Element M ethod

( BEM ) is used in calcula ting sound radiat ion. The methods o f treat ing singular ities in 1/ r2 as well as singu-

lar it ies in 1/ r w ere presented, which include mathemat ical pro of and numer ical integ r ation method. The calcu-

lat ing r esults show this method can improve t he pr ecision of the results.
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1　前　言

边界元法是 70年代发展起来的一种新

的数值计算方法。它与区域型解法相比,具有

数据量少,精度高等优点。在边界元法发展的

初期,由于划分边界单元时多采用常单元, 二

次奇异积分项为零, 一次奇异积分也可求出

精确的解析解。

但随着高次、多节点单元的引入,奇异积

分往往不能求出解析解,而必须通过数值积

分来处理。奇异积分的处理也变得复杂起来。

目前国内外对奇异积分的处理多停留在对一

次奇异积分项的计算上,如文献[ 1～3] ,即通

过在单元上的坐标变换,由直角坐标系变为

极坐标系,然后消去分母在参考点上的零点,

使积分变为普通的二重积分。对二次奇异积

分的处理,目前方法还不多。本文以使用边界

元法计算封闭壳体的辐射声场过程中出现的

二次奇异积分为例, 从理论上给出消除其奇

异性的证明,并为方便上机计算提出了相应

的数值积分方法。

2　对带有 1/ r 奇异积分的处理

在求解封闭壳体的辐射声场过程中, 由

Helmohoz 方程利用 Green 公式可推导出边

界积分方程:

C i5 i+ ��
s
5L*

1 ds= ��
s
5 * L1ds ( 1)
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式中 5 为速度势; L*
1 = 5L1/ 5n s; L1= eikr / 4Pr;

5 *
= 55 / 5ns ; ns 为壳体外法线方向; k 为波

数; s为封闭曲面。

若用几个单元离散曲面, 每个单元有 K

个节点, 并用单元上的节点值来插值单元上

相应的变量。则( 1)式为:

C
a
p5 ap+ 2

n

j = i
��
S
j

2
K

a= i
M

a5 ajL*
1 ds

= 2
n

j = 1
��
S
j

2
K

a= 1
M

a 55 a
j

5nsL1ds ( 2)

式中: a 为某单元的第 a个节点; p、j 分别为

第 p、j 单元;M
a为单元上 a节点的形函数。

令:

H
a
j ( P ( a) ) = ��

S
j

M
aL*

1 ds ( 3. a)

G a
j ( P ( a) ) = ��

S
j

M
aL1ds ( 3. b)

( 2)式变为:

C
a
p5 ap+ 2

n

j = 1
2
K

n= 1
H

a
j ( P( a) )·5 aj

= 2
n

j = 1
2
K

a= 1
G
a
j ( P ( a) )

55 aj
5ns ( 4)

当 p
a= j 时,即 H

a
j ( P ( a) ) , G

a
j ( P ( a) )均

在本单元上进行积分时,积分将出现奇异性。

其中　G
a
p ( P ( a) ) = ��

S
j

M
a e

ikr

4Prds ( 4. a)

Ha
p ( P ( a) ) = ��

S
j

M
a eikr ( ikr- 1)

4Pr 2 ·
5r
5n sds ( 4. b)

可见, ( 4, a)式是关于 1/ r 的奇异积分,

( 4. b)式是关于 1/ r2 的奇异积分。讨论( 4. a)

式的一般数值计算方法时, 为简单起见在二

维情况下,以八节点曲边单元为例来说明。

如图 1, 经等参变换, 曲边单元( a)被变

换到 F1OF2 坐标系中的标准八节点单元( b)。

设节点 3为奇异点。以 3为极点,如图( b) , 将

直角坐标系变为极坐标系。

图 1　八节点单元及坐标变换

F1= QcosH- 1　　F2= QsinH- 1 ( 5)

则( 4. a)式变为:

G a
p ( P( a) ) =∫

P
4

0∫
2

cosH

0

M
aeikr

4Pr QûJûdQdH

+∫
P
2

n
4
∫

2
sinH

0

M
aeikr

4Pr QûJûdQdH ( 6)

ûJû为等参变换的 Jacobian 行列式由于 r=

( x
2 + y

2 + z
2 ) 濎ã = [ ( 2M a

x
a ) 2 + ( 2M a

y
a ) 2 +

( 2Ma
z
a) 2 ] 濎ã 。又因等参变换有连续性,故:

r= Qf (Q, H) ( 7)

其中: 当 Q= 0时, f (Q, H)≠0 将( 7)代入( 6)

式便可消去积分中的奇异性。

G
a
p ( P ( a) ) = ��

S
p

M
aeikr

f (Q, H) ûJûdQdH ( 8)

( 8)式中,积分不再具有奇异性。但在一

般情况下( 8)式对 Q, H不能精确积分, 可采用

高斯二维数值积分公式来计算。类似的,若节

点 2为奇异点,通过相同的手段处理,也可消

去积分核的奇异性化为普通积分。

3　对带有 1/ r
2
奇异积分的处理

3. 1　理论证明

由( 4. b)式:

H
a
p (P (a ) ) = ��

S p
M

a e
ik r ( ikr- 1)

4Pr2 ·
5r
5nsds ( 9)

( 9)式为关于 1/ r 2的奇异积分。下面以

八节点曲边单元为例来讨论该奇异积分的处

理方式。

首先在三维空间中将坐标原点移到奇异

点(仍设为第 3点) ,如图 2( a)。再将曲边单

元 SP 变换到 F1OF2 平面上变为标准八节点

单元。然后以奇异点为极点建立极坐标系,如

图 2( b)所示。

图 2　坐标变换

令: N = M aeik r ( ikr- 1) / 4P, ( 9)式可写为:
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H
a
p ( P ( a) ) = ��

S
p

N·
1
r

2·
5r
5n sds ( 10)

5r
5n s=

5r
5x cosA+

5r
5y cosB+

5r
5z cosC ( 11)

A、B、C分别为曲面外法向与 x、y、z轴的

夹角。在新的坐标系中, ( 10)式可写成:

H
a
p ( P ( a) ) = ��

S
p

N
J1x + J2y+ J3z

r
3 dF1dF2 ( 12)

式中: J 1= 5( y , z ) / 5( F1 ,F2) ; J 2= 5( z , x ) / 5(F1 ,

F2) ; J 3= 5( x , y ) / 5(F1 ,F2)。

由上节的推论可知, ��N·1/ rdF1dF2 经

坐标变换后可消除奇异性。现在观察( J 1x +

J2y+ J3z ) / r
2
这一项。

令: A = [ J 1x+ J 2y+ J 3z ] / r2 ( 13)

经坐标变换后, r
2= Q2

F( Q, H) ,且当 Q= 0

时, F(Q, H)≠0。

令: G1= F1- 1, 　G2= F2- 1 ( 14)

则: G1= QcosH,　G2= QsinH ( 15)

下面以八节点曲边单元为例, 来证明

J 1x+ J 2y+ J 3z 中不含有 G1、G2的一次项及

常数项。下式为八节点曲边单元的形函数:

M
1
R= ( F1+ 1) (F2+ 1) (F1+ F2- 1) / 4

M
2
R= ( F1- 1) (F2- 1) (F1- F2+ 1) / 4

M
3
R= ( 1- F1) (F2- 1) (F1+ F2+ 1) / 4

M
4
R= ( F1+ 1) (F2- 1) (F2- F1+ 1) / 4

M
5
R= ( F1+ 1) ( 1- F2

2 ) / 2

M
6
R= ( F2+ 1) ( 1- F2

1 ) / 2

M
7
R= ( F1- 1) (F2

2- 1) / 2

M
8
R= ( 1- F2) ( 1- F2

1 ) / 2 ( 16)

将( 14)式代入( 16)式并展开,然后各式分别

对 G1、G2 求导后再代入( 13)式可得:

A =
1
r

2 [ 2
K

1
beY e( 2

K

1
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K

1
aeX e- 2

K

1
ceX e·2

K

1
aeZe)

+ 2
K

1
beZe ( 2

K

1
ceX e · 2

K

1
aeY e - 2

K

1
ceY e ·

2
k

1
a eX e) + 2

K

1
beX e( 2

K
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c eY e·2

K
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aeZe- 2

K

1
ceZe

·2
K

1
aeY e) ] ( 17)

式中: ae、be、ce为有关 G1、G2 的多项式。经

推导化简后可得:

A =
1
r

2 [ P 3( G1 , G2) + G1·m ] ( 18)

上式中 P 3( G1 , G2)为关于 G1 , G2的二次及

二次以上项的多项式, 一次项仅与 G1有关。

将( 17)式作如下的组合:

A =
1
r

2 [ 2
K

1
ceZe( 2

K

1
beY e·2

K

1
aeX e- 2

K

1
beX e·2

K

1
a eYe)

+ 2
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1
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K

1
beX e·2

K

1
aeZe- 2

K

1
beZe·2

K

1
a eX e)

+ 2
K

1
ceX e( 2

K

1
beZe·2

K

1
aeY e- 2

K

1
beY e·2

K

1
aeZe) ] ( 19)

同样可得: A = 1
r

2 [ L 3 ( G1, G2 ) + n·G2] ( 20)

式中 L 3( G1 , G2)为关于 G1, G2的二次及二次以

上的多项式。n为常数。比较( 18) , ( 20)式得:

P 3= ( G1, G2 ) = L 3 ( G1, G2 ) ( 21)

m= n= 0 ( 22)

至此,证明 ( 13)式中, 分子展开成 G1、G2

的多项式后, 不再含有 G1、G2 的一次项及常

数项,在经过极坐标变换后从( 13)式的分子

与分母中的 Q2
因子相约去, ( 13)式将不再有

奇异性。综上所述,二次奇异积分可通过适当

的数学变换化为普通积分。

3. 2　二次奇异积分的数值计算方法。

从上分析中可以看出, 如果将积分核展

开成 G1、G2的多项式,再化为极坐标,消去奇

异性之后进行数值积分,其运算量十分庞大,

用于实际计算也不太现实。由式( 12)得:

H
a
p ( P ( a) ) = ��

S
p

N (Q, H)
J1x + J2y+ J 3z
Q3G(Q, H) QdQdH

( 23)

式中: Q= 0时, G( Q, H)≠0将积分核中分子

写成( 17)式内中括号中的形式, 并令:

ae=

ae e≠2, 4, 7, 8

ae+ G2 / 2 e= 2

ae+ G1 / 2 e= 4

ae- 2G2 e= 7

ae- 2G1 e= 8

( 24. a)

be=

be e≠4, 8

be+ 1/ 2 e= 4

be- 2 e= 8

( 24. b)
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ce=

c e e≠2, 7

c e+ 1/ 2 e= 2

c e- 2 e= 7

( 24. c)

A ( S ) = - G2S2 / 2- G1S4 / 2+ 2G2S 7+ 2G1S8

B( S) = - S 4/ 2+ 2S 8

C( S ) = - S2 / 2+ 2S7

( 25)

因已证明( 17)式等式右边方括号内的多

项式中不含 G1、G2 的一次项及常数项, 在经

极坐标变换后,可得到如下的表达式:

J1x+ J 2y+ J 3z= Q2
M (Q, H) ( 26)

上式中, M (Q, H)为关于 Q、cosH、sinH的
整式。代入( 23)式,可得:

H
a
p ( P ( a) ) = ��

S
p

N (Q, H) M ( Q, H)
G( Q, H) dQdH ( 27)

( 27)式是关于 Q, H的普通积分式, 在一

般情况下,可采用二维数值积分法求解。

4　计算实例

图 3( a)均匀脉动球速度势幅值相对误差

图 3( b)均匀脉动球速度势相位相对误差

——不处理奇异积分的方法,⋯⋯本文方法

　　本文以均匀脉动球为例, 计算了其辐射

声场,结果示于图 3。边界单元为六节点三角

形单元和八节点四边形单元, 脉动球半径为

1m ,振动频率为 100Hz。可见采用本方法的

计算结果精度有明显提高。

5　结论

( 1)本文给出带有 1/ r 奇异积分处理方法, 并

推导了带有 1/ r
2
奇异积分的处理方法。

( 2)在处理二阶奇异积分时给出了精确

的、便于程序化的计算方法和积分公式。

( 3)计算结果表明, 采用本文方法, 能提

高计算精度。

参考文献

1. Tells, J. C. & Brebbia, C. A . , The bound-

ary element method in plasticity, ‘in New Develop-

ments in Boundary Element M et hods', ( Ed.

Brebbia) , Butt erw or ths, 1980.

2. Crist escu, M . & Loubignac, G. , Gausian

quadra tur e fo rmulus fo r funct ions w ith singular ities

in 1/ r ov er tringles and quadrangles, in `recent ad-

vances in boundary element m et hod', ( Ed.

brebbia) , P ent ech P ress, 1978.

3. 李文龙, 张相麟 . 弹塑性边界元法中带有 1/

r 奇异体积分的一种有效的数值积分方法 . 计算结

构力学及其应用, 1986; 11

4. 徐利沿,周蕴明 . 高维数值积分 . 科学出版

社, 1980

5. Seyber t, A . F. , So enarko , B. , Rizzo, F .

J. , Shippy , D . J. , An advanced comput ational

method fo r radiat ion and scatter ing o f acoustic

w aves in thr ee dimensions. J. A . S . A . 1985; 77( 2)

—100— 15 卷 3期 ( 1996)


