
�2= k 2/ ( 1+ k2 ) ( 9)

V= ( k/ �) / ( 1+ k2) 2 ( 10)

我们作如下的变换

A (1, 1) = 2E/ G·Z ( 11)

r= - [H / 2E ] T ( 12)

就可以得到 NLS 型的方程

iZT +
1
2 Z��+ Z�Z�2

+ [ �ln( �

2 2

E 3h3
0

�0R0
) / �T ]Z= 0 ( 13)

　　如果此方程的最后一项为零, 它就变为了著名

的非线性 Schrodinger 方程。而当它的最后一项不为

零时,它将有 NLS 型的孤子, 但是它的振幅与传播

速度将随传播的距离而有所改变。
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参量激励孤子的相互作用问题
�

王新龙
(南京大学声学研究所　南京·210093)

1　引　言

最新的研究表明, 不同物理媒质中的很多非线

性共振现象均可由以下带阻尼的参量驱动非线性

Schro�dinger ( PDNLS)方程来描述[1]

i( �� + ��) + �xx + ( � + ���2) � + ��* = 0　( 1)

这些现象包括流体力学中的经典 Faraday 共振[2]、非

线性晶格中的局域化结构[ 3]、颗粒物质中的自局域

化结构[ 4]、铁磁和抗铁磁介质中旋波的参量生成[5] ,

等等。众所周知, 在 Faraday 长水槽实验中, 适当的

外部垂直激励会形成所谓的非传播孤子[6]。这是一

种横波在纵向的非线性局域化调制波包。特别令人

感兴趣的是, 在一定驱动条件下双孤子会发生类似

于经典振子的相互作用[ 7]。这种现象在已知的孤子

系统 (如 KdV、NLS 和 Sine-Go rdon)中是不存在的。

Miles [ 2]曾导出了支配水槽孤子的非线性演化方程,

即 PDNLS 方程( 1)。该方程存在一个稳态的单孤子

解。它很好地解释了最早所观察到的单孤子现象[6] ,

但我们要问: ( 1)这些现象是水槽孤子所特有的? 还

是具有一定的物理普遍性? ( 2) PDNLS 方程能否解

释我们所观察到的双孤子现象?

2　实验简介

设水槽的长度为 l、宽度 b、水深 h。槽在垂直方

向因受驱动而作简谐运动: z 0= A co s( 4�/ t )。水槽中

的两个孤子具有完全相同的强度, 但它们的垂直振

动的相位既可以相同,也可以相反,即所谓的同极性

和反极性[6]。这一特点非常类似于正负电子。但是,

它们的相互作用行为却正好与电子的相反:同相孤

子是相互吸引的, 而反相孤子则是相互排斥的, 不仅

仅如此,孤子的相互作用还有更多有趣的特性。

同相孤子的相互作用最早是由吴君汝观察到

的[6]。我们最近对这一过程作了更为深入细致的观

测[8]。我们的结果可以总结为以下几点。( 1)在适当

的驱动振幅 A 和频率 f 下,孤子之间将发生周期性

的吸引、碰撞和分离。图 1( a)是 l×b×h= 20×3×

2cm3、A = 0. 6mm 和 f = 4. 85Hz 时双孤子的相互作

用过程。( 2)这种作用仅存在于一定的驱动参数范围

内。( 3)在稳定区的下界双孤子将退化成单孤子,而

在上界孤子的纵向运动十分微弱, 几乎是不动的。
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由于排斥力的存在, 两个反相孤子排斥到一段

距离后在纵向将几乎保持不动[ 6, 8]。但我们的实验发

现[ 9, 10] , 只有槽长和参数选取适当, 两个反相孤子之

间可以存在复杂而有趣的相互作用和运动。图 1( b)

是 l×b×h= 20×3×2cm3、A = 0. 8842mm 和 f = 4.

85Hz 时反相孤子的相互作用过程。同样, 反相孤子

的运动是有一定的驱动参数范围的。我们看到, 孤子

的振荡在纵向保持同步。进一步的实验还发现, 槽长

对反相孤子的相互作用影响尤甚于对同相孤子的影

响。例如。当 l= 40cm 时,反相孤子的同步振荡表现

为沿槽中心是对称的[ 9, 10]。

( a)同相　　　　　　　　　　( b)反相

图 1　孤子的相互作用示意图

3　数值模拟
由于 PDNLS 方程在数学上具有不可积性。人们

一直无法得到严格的双孤子解析解, 那么它到底能

否描述上述双孤子现象呢? 在此,我们试图通过数值

模拟来解决这一问题。我们利用有限差分格式来解

方程( 1) , 同时引入刚性边界条件。计算误差限制在

10～6 范围内,图 2是针对图 1两种情形的直接数值

模拟结果, 其中阻尼系数分别取 �= 0. 47 和 0. 5892。

可以看出, 数值结果完全再现了实验观察。这表明

PDNLS 方程确实能够描述双孤子现象的。

( a)同相　　　　　　　　　　( b)反相

图 2　双孤子相互作用的数值模拟( �= I m( �) )

我们还对各种情形下孤子的稳定区进行了计

算。作为例子, 图 3 给出了同相双孤子的稳定区[ 11] ,

其中区域 A 是孤子发生周期批准的参数区域,而在

区域 B 内孤子在纵向基本上保持静止。

图 3　同相双孤子的稳定区(右图(b )

是左图( a)小方块的放大)

大量计算还表明, 同相孤子相互作用的基本形

式几乎与槽长无关, 这说明这一孤子对及其相互作

用形式是 PDNLS 方程所固有的本征态[10～11]。我们

认为, 实验中所观测到的孤子相互作用对槽长的依

赖性源于槽中纵波的强烈影响。与此相对照。槽长对

反相孤子的相互作用却有着极大的影响[ 10]。这说明

反相孤子的同步振荡现象是孤子-孤子以及孤子-边

界共同作用的结果。

4　结　论

上述工作表明, PDNLS 方程是完全能描述水槽

中孤子-孤子的相互作用现象的。既然如此, 我们可

以肯定, 这类现象并非是垂直振动水槽中所特有的,

而具有物理普遍性。它们也应该存在于由同一方程

所描述的其它非线性共振系统中[ 1]。

另一方面,尽管形式上 PDNLS 方程是 NLS 方

程在有阻尼有驱动情况下的直接推广,但我们看到,

参量激励孤子在很多方面的表现和特性是不同于标

准 NLS 孤子的。例如, 同相双孤子构成了一种稳定

的束缚态,而 NLS 方程的束缚态是不稳定的。因此,

我们认为参量激励孤子既是一种物理孤子,又是一

种新型孤子。
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表面张力对强迫非传播孤子影响的理论分析

缪国庆　魏荣爵
(南京大学声学研究所　近代声学国家重点实验室　南京·210093)

　　由吴君汝[ 1]于 1984 年在矩形小水槽中发现的

强迫非传播孤子,多年来一直为许多学者所重视, 由

于水表面波孤子形象直观, 对它研究的意义已不仅

在于水波孤子本身, 也为许多领域出现的孤子现象

的共性研究提供了一个简单直观的模型, M iles,

L arr aza 和 Putterman [ 2]首先建立了孤子的基本理

论, 1990 年 Dena rdo[ 3]发现了纽结孤子。孤子的动力

学行为、双孤子及多孤子的互作用性质等也正在为

人们所揭示[4] , 本文所研究的是早已为人们注意但

尚未完全解决的一个基本问题, 即表面张力对孤子

的影响。实验表明表面张力对孤子的形成及其稳定

性具有一定影响, M iles 等[ 2]及国内一些学者[ 5]在理

论研究中也注意到表面张力的影响, 现有理论研究

的基本结果是描述孤子演化的修正的非线性薛定谔

方程( NLS)

i( r t+ �r ) + B* rxx

+ ( �* + A * �r�2) r+ �* r * = 0 ( 1)

式中 r 为孤子复振幅, r * 为复共扼, 非线性项系数

A * 决定着方程解的性质, 当 A * > 0 时, 方程具有

sech 型呼吸孤子解, 当 A * < 0 时, 方程具有 tanh 型

纽结孤子解, 计及表面张力的影响,已有理论给出

A * =
1
2
[ 1+ ( 1- T 2) 2+

1
2
( 1+ 4�) - 1( 1+ T 2) 2

-
1
4
( T 2- 4�) - 1( 3- T 2 ) 2] +

9
8
�T 2 ( 2)

其中 T = tanhkd , �= �k2/ �g, 而 k= �/ b, �为水的表

面张力系数, d 为静止水深, b为水槽宽度, �为水的

密度, g 为重力加速度, 图 1 给出在 kd -�参数平面上

A * 的相图, 由图可见 ,在Ⅰ和Ⅲ区域, A * > 0, ( 1)式

具有呼吸孤子解, 而在Ⅱ区域, A * < 0, ( 1)式具有纽

结孤子解。在文献[ 6]中已经报导了我们的实验结果

与现有理论的差异(图 1中同时标出我们及吴君汝、

Dena rdo 的实验结果) , 本文试图从理论上作进一步

的研究, 根据我们的实验参数, 计算表明, 表面张力

位能仅为表面位移位能的 5%左右,因此我们将表面

张力只作为一个高阶小量进入水波方程组,从而给

出与实验相符的结果。

“●”:呼吸型孤子,“　”:纽结型孤子,“○”:吴君汝的呼吸

型孤子,“□”: Denardo' 的纽结型孤子 S

图 1　kd-�平面上 A * 的相图及实验测量的孤子分布

设水槽长 2L ,宽 b, 水深d ,取固着于水槽的坐标

系统,描述水波的基本方程是

� 2�= 0, 　- d� z� � ( 3)

�x= 0,　x= ±L ( 4)

�y= 0, 　y= 0, b ( 5)

�z= 0, 　z = - d ( 6)

�z= �t + �x �x+ �y�y ,　z = �( x , y , t) ( 7)

�t+ ( g+ z
�
0) �+ ( �2x+ �2y+ �2z ) / 2

=
�
�
�xx ( 1+ �2y) + �yy ( 1+ �2x) - 2�x�y �xy

( 1+ �2x+ �2y ) 3/2
,

z= �( x , y , t) ( 8)

其中, z
�
0= �0co s2�0t, 为施于水槽的垂直驱动, z

�
0为加

速度, 将动力学边界条件在 z = 0 展开至三级小量,

并设 z�o= 0( �2) , �/ �= 0( �) , 根据实验, 考虑只在槽宽
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