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　　本文讨论了边缘自由条件下轴对称薄板弯曲振动时的频率方程及其求解, 并给出了前 9 个根

(泊松比 R= 0. 33)的精确值和 9 种振动模式的波节圆半径的计算值。对薄板的高次弯曲振动模式

的分析及大圆盘、多波节复合弯曲超声换能器的设计提供了理论计算依据。
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In this paper , the fr equency equation of ax isymmet ric flexur al v ibrat ing fr ee-edged t hin plate and it's

solving pro cess ar e discussed, it's nine ro ots ( Po isson's ratio R= 0. 33) and calculating value o f nodal cir cles'

of nine kinds v ibr ating modes ar e g iv en. These pr ov ide t heo r etical calculation basis fo r analysis of high-mode

flexur al v ibr ation o f plat e and design o f big round plat e and m ulti-nodal compound flexur al ultr asonic t rans-

ducer .
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1　前　言

大圆盘、多波节边缘自由向空气辐射的

弯曲振动换能器, 由于采用带变幅杆的纵向

振动复合振子进行中心激励, 为空气介质提

供很好的阻抗匹配振动系统。所以具有较高

的转换效率,因而得到了广泛的应用。80年

代末期, 国内市场上出现的进口超声料位仪

产品多采用这种换能器,见图 1。

本文推导了多波节(波节数大于 8)边缘

自由弯曲薄板振动频率方程, 利用微机进行

精确求解,为这种换能器的设计提供了依据。

为了得到高的指向性, 在上述换能器表

面粘贴泡沫塑料环,形成阶梯形相位补偿。但

图 1　弯曲振动换能器

其耐高温、耐潮湿及机械性能都较差。我们将

另文讨论利用穿孔板代替泡沫塑料环进行相

位补偿、阻抗变换。最后简述此新型换能器的

测试性能及在超声料位仪上的应用。

2　边缘自由轴对称薄板弯曲振

动分析

—38— 17 卷 1 期( 1998)

X 第一作者:张串,女, 1970年 8月生,硕士

收稿日期: 97-1-29;修回日期: 97-4-17



2. 1　频率方程

圆板厚度为h,半径为 a。根据弹性理论,

薄板中心面位移满足方程:
[ 1]

¨4
W - C4

W = 0 ( 1)

位移 W 在一般情况下是极坐标 C和 H
的函数。故轴对称振动模式中, W 仅是 C的
函数。即函数 W = W (C) ,则方程的通解为:

W = A J0 (Cr ) + B I0(Cr) + CK 0( Cr)
+ FN 0 (Cr ) ( 2)

由于 r = 0时, N 0 ( Cr )和 K 0 ( Cr )成为无
限大, 而圆板在作弯曲振动时在其中心位移

应是有限的, 因此须在( 2)式中取 C= F= 0,

于是通解成为:

W = A J 0(Cr) + BI0( Cr) ( 3)

式中　C4
=

12Q( 1- R2)
Eh

2 X2
( 4)

现在我们讨论自由边界条件薄板振动。

因为中心激励,边缘“软接触”的情况下,可以

满足边界自由的条件(以往是不多见的)。

边缘自由薄板满足边界条件:

( 1)弯矩 M r r= a= - D
52
W
5r2 +

R
r
5W
5r r= a

= 0 ( 5)

( 2)剪力 Q r r= a= D
5
5r

52
W
5r 2 +

1
r
5W
5r r = a

= 0 ( 6)

式中　D = Eh
3

12( 1- R2)
( 7)

Q: 密度, R: 泊松比, E: 杨氏模量, X:共振

角频率, D : 弯曲刚度。根据通解和边界条件

可以求出板在边缘自由条件下振动的频率方

程为:

J 0(Ca)
J 1(Ca) +

I0 (Ca)
I1 (Ca)

= 2( 1- R)
Ca ( 8)

令 Ca= L, 则方程( 8)可写为:

J 0(L)
J 1(L)

+
I0(L)
I1(L)

=
2( 1- R)

L ( 9)

2. 2　频率方程求解

由( 9)式可以看出,当弯曲圆板的泊松系

数给定以后, 可得一系列的根 Ln, n 为正整

数,不同的 n对应不同数目的节圆,即分别对

应于圆板弯曲振动的不同振动模式。用计算

机分别绘出方程( 9)两边函数的曲线,得到一

系列交点,交点横坐标的值即为上述频率方

程的根 Ln。当 R= 0. 33时如图 2所示。

根据我们研究的需要, 精确计算了前 9

个 Ln值,也顺便求得了圆板边缘固定和边缘

简支时自由振动的 Ln 值,见表 1。

图 2　频率方程求根曲线图

表 1　3种边界条件薄板振动频率方程的前 9 个根

n

Ln
边缘自由

J0( L)
J1( L)

+
I0( L)
I 1( L)

=
2( 1- R)

L

边缘固定

J0( L)
J1( L)

+
I0( L)
I1( L)

= 0

边缘简支

J1( L)
J0( L)

+
I1( L)
I0( L)

=
2L

1- R

1 3. 0114 3. 1962 2. 2313

2 6. 2053 6. 3064 5. 4547

3 9. 3708 9. 4394 8. 6132

4 12. 5251 12. 5771 11. 7622

5 15. 6746 15. 7164 14. 9079

6 18. 8216 18. 8565 18. 0521

7 21. 9671 21. 9971 21. 1955

8 25. 1116 25. 1379 24. 3385

9 28. 2554 28. 2789 27. 4811

　　当圆板的材料及尺寸给定后,其各振动

模式的共振频率 f n和振动板中声速 c板为:

f n= L2
nhc板 / 2 12Pa2

( 10)

c板= E /Q( 1- R2 ) ( 11)
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例如取 n= 9, L9= 28. 2554, 合金铝圆板

的厚度 h= 1. 5mm ,半径 a= 150mm , E= 6. 8

×1010
N / m

2, Q= 2. 7×103
kg / m

3 ,计算得到该

圆板振动频率 f 9= 13kHz。

2. 3. 波节圆半径的计算及测量

根据自由边界条件及求得的 Ln值,用微

机求出半径为 150mm , 厚为 1. 5mm 的 9 种

振动模板波节圆半径的精确值见表 2, 波节

数为 9 时的波节圆的照片见图 3, 位移曲线

如图 4。

图 3　细砂模拟波节圆照片

　　表 2　自由边界条件 9 种振动模式波节圆半径

(单位: mm)

波节数

半

径

振动模式

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 101. 9 58. 6 38. 5 28. 9 23. 1 19. 2 16. 4 14. 4 12. 8

2 126. 1 88. 6 66. 1 52. 9 44. 0 37. 7 33. 0 29. 5

3 133. 9103. 8 82. 8 69. 0 59. 1 51. 6 46. 0

4 137. 9112. 9 93. 9 80. 5 70. 4 62. 7

5 140. 2119. 1101. 9 89. 1 79. 2

6 141. 8123. 4107. 9 95. 9

7 143. 0126. 7112. 7

8 143. 8129. 3

9 144. 5

图 4　位移曲线图(波节数为 9)

为了验证上述结果, 分别对半径为

150mm、厚度为 2mm 和半径为 150m m、厚度

为 1. 5m m 的两块板进行了测量。前者记为

1
#

,振动时存在 8个波节圆;后者记为 2
#

, 振

动时存在 9个波节圆。测量结果如表3所示。

与理论值 r理基本相符,由于节圆线本身有一

定的宽度,用钢尺难以精确测量。
表 3　波节圆半径测量与计算值(单位: mm)

1 # 2 #

r理 r测 r测 r测

14. 4 15 12. 8 16

33. 0 32 29. 5 31

51. 6 51 46. 0 48

70. 4 70 62. 7 63

89. 1 89 79. 2 80

107. 9 108 95. 9 96

126. 7 126 112. 7 113

143. 8 144 129. 3 129

144. 5 144

2. 4　一维复合振子及振动板的频率

对 4个一维纵向振动复合振子及加板后

的振动系统频率进行了测量, 结果如表 4所

示。与板谐振频率(波节数为 9)的计算值比

较,两者比较接近,说明系统已经谐振, 振动

系统的频率与板的谐振频率一致。
表 4　频率测量(单位: kHz)

频率

编号 1 2 3 4

一维纵向复合振子 13. 1 13. 4 13. 6 13. 5

加振动板 13. 1 13. 1 13. 1 13. 2

板的谐振频率(计算值) 13. 0 13. 0 13. 0 13. 0

3　结束语

本文讨论的边缘自由条件下薄板轴对称

弯曲振动时的频率方程及其求解,对薄板的

高次弯曲振动模式的分析及大圆盘、多波节

超声复合弯曲换能器的设计提供了理论计算

依据。
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