
1 引 言

超声变幅杆在功率超声和医用超声治疗器械中

应用相当普遍 , 它的主要作用是振幅放大和阻抗匹

配[1,2]。工作时变幅杆的振动特性总要受负载的影响 ,

工程中最关心的是, 负载情况下, 变幅杆的共振频率

及放大系数的改变。为了满足变幅杆在工程中的应

用 [3] , 需要研究负载对共振频率及放大系数的影响。

文献[ 1] 给出了负载为力阻时半波长与 1/4 波长的

部分公式; 文献[ 4] 仅简略给出了一个加力阻负载的

谐振方程; 文献[ 3] 研究了负载情况下 , 变幅杆弯曲

振动特性; 文献[ 5] 与[ 6] 讨论了工具杆几何尺寸对

扭转振动谐振频率的影响。在等效四端网络 [7-9]的基

础上 , 对三类常用变幅杆 , 在负载为纯力阻时 , 本文

分别给出了纵振动的频率方程及放大系数的表达

式, 给定参数时可用于精确计算; 并分别绘制了共振

频率及放大系数随阻性负载变化的曲线图, 比较直

观形象, 其变化趋势将对变幅杆的设计提供一定的

帮助。

2 变截面杆纵振动的波动方程

图 1 为一个变截面杆 , 设其对称轴为坐标轴 x,

作用在厚度为 dx 的小体元上的合力为 !( s")
!x dx, 其
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动力学方程为

!( s")
!x

dx=s#dx !
2$
%t2 , ( 1)

式中 s=s( x) 为杆的截面积函数 , $=$( x) 是质点位移

函数, "="( x) =E !$
!x

是应力函数, & 为材料的体密度,

E 是材料的杨氏模量。

在简谐振动的情况下, 可得到变截面杆纵振动

的波动方程

% 2$
%x2 + 1

s
·%s
%x

·% $
%x +k2$=0, ( 2)

其中 k= ’
c

, k 是波数 , ’ 是振动的圆频率 , c= E
&!

是纵波在细棒中的传播速度。

令 k′2=k2- 1
s!

·% 2 s!
%x2 , 当 k′2 为正数时存在

简谐解, 即

$= 1
s!

( Acosk′x+Bsink′x) ej’t ( 3)

其中 t 为时间变量 , A、B 为与初始条件有关的待定

系数。

3 频率方程及放大系数

当输出端加负载 ZL 时, 变截面杆一维纵振动的

机械等效电路如图 2, 图中

Z1=
&c
2jk

( %s
%x

) x=0+
&ck′s1

jk
cotk′l- &ck′ s1s2!

jksink′l
( 4)

Z2=- &c
2jk

( %s
%x

) x=l + &ck′s2

jk
cotk′l- &ck′ s1s2!

jksink′l
( 5)

Z3 = &ck′ s1s2!
jksink′l

( 6)

变幅杆的放大系数为输出端的位移幅值与输入

端的位移幅值之比, ML=
$|x=l

$|x=o

,

由 j’$|x=0·
Z3( Z2+ZL)
Z3+Z2+ZL

=j’$|x=l·( Z2+ZL) , 得

$|x=l

$|x=0

= Z3

Z2+Z3+ZL

, ( 7)

将式( 4) 、( 5) 、( 6) 代入式( 7) , 得

ML=N 1+Y2!
|1- tY+jPY|

, ( 8)

式中 Y=tank′l, t= 1
k′

· 1
2s2

( %s
%x

) x=l, P= ZLk
z2k′

, z2=&cs2,

N= s1

s2! 。

当负载为纯力阻时, 即 ZL=RL 时,

ML=N 1+Y2

( 1- tY) 2+( PrY) 2! , ( 9)

式中 Pr=
kRL

k′z2

, 以下各式均取 z1=&cs1, z2=&cs2。

3.1 指数形变幅杆

对于指数型变幅杆, 图 2 中各等效阻抗为

Z1=j z1

k
(- jz1

k′
k

cotk′l+j k′
k

· z1z2!
sink′l

, ( 10)

Z2=- j z2

k
)- jz2

k′
k

cotk′l+j k′
k

· z1z2!
sink′l

, ( 11)

Z3 = k′
jk

· z1z2!
sink′l

, ( 12)

式中 s=s1e- 2*x, *= 1
l

lnN= 1
l

ln s1

s2! , k′= k2- *2! 。

当负载为纯力阻, 即 ZL=RL 时, 输入力阻抗为

Zi=

k′2

k2 · z1z2

sin2k′l
RL+jz1[ ( z2

2+RL
2) *

k
+ k′

k
( z2

2- RL
2) cotk′l]

RL
2+( z2

*
k

+z2
k′
k

cotk′l) 2

( 13)

由 Xi=0, 得
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图 4 共振频率与放大系数随纯力阻变化的曲线图

Fig.4 The curves of resonance frequence and the amplitude

magnification coefficient with different pure resistance

k′( z2
2- RL

2) tank′l+!( RL
2+z2

2) tan2k′l

RL
2tan2k′l+( z2

k
!tank′l+ z2

k
k′) 2

=0 ( 14)

由上式可得一般解为

tank′l=0 ( 15)

若 RL≠0, 还可得另一解

tank′l= k′
!

RL
2- z2

2

RL
2+z2

2 ( 16)

将式( 15) 代入式( 9) , 得

ML=N ( 17)

将式( 16) 代入式( 9) , 得

ML=N (RL
4+z2

4)k2+2RL
2z2

2(!2- k′2)

4RL
4!2+(RL

2- z2
2)k2 RL

2

z2
2" ( 18)

取 l=0.12m, N=6, c=5250m/s, 由式 ( 16) 、( 18) 得

到RL≠0时, 随负载变化的共振频率与放大系数曲线

如图 3。由图可知, 在 RL<3z2 时, 频率与放大系数变

化较快; RL 继续增大 , 频率与放大系数随 RL 改变越

来越小, RL 增大, 使频率逐渐增大 , 而放大系数一直

减小。

3.2 圆锥形变幅杆

对于圆锥形变幅杆, 图 2 中的等效阻抗为

Z1=jz1
"
k

- jz1cotkl+j z1z2"
sinkl

( 19)

Z2=- j z2"N
k

- jz2cotkl+j z1z2"
sinkl

( 20)

Z3=
z1z2"

jsinkl
( 21)

其中 s=s1( 1- "x) 2, N= s1

s2" , "= N- 1
Nl

。

当负载为纯力阻, 即 ZL=RL 时, 输入力阻抗为

Zi=

z1z2

sin2kl
RL+jz1( z2

2m3N2+z2
2mN+mRL

2

RL
2+( z2mN+z2cotkl) 2 +

jz1
z2

2m(1- N)cot2kl+(z2
2- z2

2m2N2+2z2
2m2N- RL

2)cotkl
RL

2+(z2mN+z2cotkl) 2 ( 22)

式中 m= "
k

, 令 RL

z2

=n, 得

cotkl= #- !
2m( 1- N)

( 23)

将式( 23) 代入式( 9) , 得

ML=N 2#2- 4$- 2#!+4m2(1- N) 2

%2+#2- 4$- 2%!+4m2n2(1- N) 2" ( 24)

以上两式中 %=n2- m2N2- 1, #=m2N2- 2m2N- 1+n2,

$=m2(1- N) (m2N2+N+n2) , != #2- 4$"
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取 l=0.12m, N=6, c=5250m/s, 共振频率与放大系

数随纯力阻变化的曲线如图 4。由图可知, 频率随 RL

的增大逐渐升高 , 当 RL<3z2 时 , 频率随 RL 的增大快

速升高; RL 逐渐变大后 , 变化逐渐变小。在 RL<3z2

时, 放大系数随 RL 的增大而较快减小; 在 RL>5z2 后,

随 RL 改变很小.

3.3 悬链线形变幅杆

对于悬链线形变幅杆, 图 2 中的等效阻抗为

Z1=j z1

k
!tanh!l- jz1

k′
k

cotk′l+j k′
k

· z1z2!
sink′l

( 25)

Z2=- jz2
k′
k

cotk′l+j k′
k

· z1z2!
sink′l

( 26)

Z3=
k′
jk

· z1z2!
sink′l

( 27)

式中 s=s2cosh2!( l- x) , != 1
l

arccoshN, k′= k2- !2! ,

N= s1

s2!
当负载为纯力阻, 即 ZL=RL 时, 输入力阻抗为

Zi=

k′2

k2 · z1z2

sin2k′l
RL

RL
2+z2

2 k′2

k2 cot2k′l
+

jz1

z2
2 k′2

k3 !tanh!l·cot2k′l+(z2
2 k′3

k3 - k′
k
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2)cotk′l+ !

k
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2 k′2
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( 28)

由 Xi=0 得

cotk′l= ( m2n2- 1) k′- ( 1- m2n2) 2k′2- 4m2n2!2tanh2!l!
2!tanh!l

( 29)

式中 m= k
k′

, n= RL

z2

,

将式( 29) 代入式( 9) 得

ML=N 1- !tanh!l
k′

tank′l! ( 30)

取 l=0.12m, N=6, c=5250m/s, 共振频率与放大系数随

纯力阻变化的曲线如图 5。由图可知, 在 RL<3z2 时,

频率随负载的变化较明显; RL>4z2 时, 频率改变很小 ,

放大系数在 RL<3z2 时下降较快; 当 RL>6z2 时基本趋

于稳定。

4 结 论

由图可以看出 , 三类变幅杆共振频率及放大系

数, 随纯力阻的变化规律基本一致。共振频率与放大

系数在负载较小( RL<3z2) 时 , 变化较显著 ; 当 RL>5z2

时 , 基本不再随负载改变 , 随纯力阻的增大 , 共振频

率将一直上升, 而放大系数不断减小。

变幅杆在阻性负载状态下 , |ZL|<5z2 时 , 放大系

数一般都大于 1, 可以用来放大位移或速度; 随 ZL

的继续增大, 变幅杆失去其放大作用。
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