
1 引 言

非平稳信号由于在地震、声学等领域中广泛存在

而被高度重视，其时频分析方法成为信号分析领域中

的一个热点 ［1-6］。 其中，最小方差谱估计（Minimum
Variance Spectral Estimation，MVSE）是由 Capon
于 1969 年首次提出［7］，Lacoss 于 1971 年把它用于单

个时间序列的谱估计，并证明该方法对信号的谱成

分具有最小方差无偏估计［8］。 以后该方法在各个领

域得到了进一步的发展和应用［1］。
MVSE 是 一 种 非 参 数 的 谱 估 计 法 ， 与 基 于

Fourier 变换的非参数功率谱如周期图法相比，能够

提供较高的分辨率，但与参数谱估计法如自回归谱

估计法相比，分辨率有点低。MVSE 利用最优的滤波

器组，使得某一个具体的频率成分通过，极大地衰减

其它的频率分量［1］。然而，常规的 MVSE 只能应用于

平稳信号的谱估计，而不适合于具有时变频率的非

平稳时间序列。 为此，魻zgen M T［2］对 MVSE 进行

扩展，获得一种加窗的 MVSE 法（WMVSE）。 Chan
S C 等进一步发展 WMVSE，利用 ICI 规则选择加窗

尺寸，改进时频分辨率，并提出递归实现的 MVSE［3］。
窗的尺 度 给 WMVSE 带 来 偏 差 方 差 的 折 衷 问

题［1-3］。 窗的长度适当，有助于减少由于附加噪声带

来的估计方差，避免自相关矩阵估计的额外偏差，因

此其选择至关重要。 理论上，最合适的窗口尺寸应

该使功率谱的主瓣宽度最小。 基于此，本文提出了

一种自适应选择窗口尺寸的 MVSE 算法（简称 WM-
VLSE），以获得更好的时频分布估计。

2 最小方差谱估计

首先简单介绍最小方差谱估计［1］。 设 FIR 滤波
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器系数为 ak，0≤k≤p。 与线性预测问题不同，此处

an≠1。让观测信号 x（n）（0≤n≤N-1）通过该滤波器，
其响应为

y（n）=
p

k=0
Σakx（n-k）=xT（n）a （1）

式中 a=［a0 a1 … ap］T，x（n）＝［x（n） x（n-1） …
x（n-p）］T，T 为转置。 设 E［x（n）］=0，则输出序列的

方差为

σy
2=E［ y（n） 2］=aHRxa （2）

式中 Rx=E［x（n）xH（n）］为序列的自相关矩阵，H 为

共轭转置，此处假设观测信号为实序列。
FIR 滤波器在频率点 ω 处的频率响应满 足 归

一化要求
p

k=0
Σake-jωk=1 （3）

用矩阵形式表示为

aHe（ω）＝1 （4）

此处 e（ω）＝［1 e-jω … e-jωp］T，j= -1姨 。
在约束条件式（4）下通过最小化方差式（2），可

以获得 FIR 滤波器，使得频率成分在频率点 ω 处没

有变形，而在其它频率点得到极大的衰减。 Lacoss
计算最小化的滤波器系数为［1，8］

a赞= Rx
-1e（ω）

eH（ω）Rx
-1e（ω）

（5）

将式（5）代入式（2），得到最小化的方差

σ
2

y，min =
1

eH（ω）Rx
-1e（ω）

（6）

式（6）就 是 在 频 率 点 ω 处 的 最 小 方 差 谱 估 计

P
MVSE

x （ω），此处频率的变化范围为 0≤ω≤π，即

P
MVSE

x （ω）= 1
eH（ω）Rx

-1e（ω）
（7）

3 非平稳信号的最小方差谱估计

常规 MVSE 方法需要计算自相关矩阵， 该矩阵

由整个数据序列估计，是时不变的，只能用于平稳随

机信号的谱估计，而不能用于具有时变的频率和自相

关矩阵的非平稳随机信号谱估计［3］。 为此，魻zgen 提

出了加窗的 MVSE（记为 WMVSE），对数据增加一

个时变窗估计自相关函数，改善 MVSE，跟踪时变的

频率信息［2］。 Chan 等提出应用置信区间的交集（In-
tersection of Confidence Intervals，ICI 规 则 ）自

适应地选择窗口长度［3］。
与 Chan、魻zgen 不同， 本文认为最合适的窗口

尺寸应该使功率谱的主瓣宽度最小。 因此提出了一

种自适应选择窗口尺寸的 WMVSE 算法（为了方便

记为WMVLSE），使所估计的功率谱在谱峰附近具有

最陡的瞬时主瓣，目的是获得更好的时频分布估计。
3.1 加窗的最小方差谱估计

为了跟踪时变的频率信息，魻zgen 提出用当前

输入向量估计瞬时自相关矩阵

R赞 x（n）=εI+
+MU

m=蛳ML

Σx（n）xH（n） （8）

也就是说，通过一个滑动分析窗，把信号分成在时刻 n
的时间窗数据段，计算时间相关的自相关函数。这样就

获得加窗的 MVSE（Windowed MVSE，WMVSE），时

频分布 P
MVSE

x （n，ω）计算如下

P
MVSE

x （n，ω）＝ 1
eH（ω）Rx

-1（n）e（ω）
（9）

3.2 自适应的窗口选择

滤波器阶数 p 和窗口尺寸 h 的选择将影响功

率谱估计的时频分辨率。 根据 Kay［4］的结论，滤波器

阶数 p 应该选得足够大，以便获得较高的频率分辨

率，但是应该满足 p≤ h
2
，以避免额外的频谱变化。

而窗口尺寸 h 的选择对最小方差功率谱估计的时

频分辨率至关重要。频谱内容变化越快，应该选择小

的窗口尺寸；变化缓慢，选择较大的窗口尺寸。但是，
非平稳信号同时存在一些变化较快和较慢的频率成

分， 因此对于整个信号选择一个常数窗口尺寸并不

适当［3］。
假设最合适的窗口尺寸应该使功率谱的主瓣宽

度最小， 使得所估计的功率谱在谱峰附近具有最陡

的 瞬 时 主 瓣， 目 的 是 获 得 更 好 的 时 频 分 布 估 计 。
WMVLSE 算法正是基于此而提出的。

假设一组窗口尺寸

h＝｛hk h1＜h2＜…＜hk，k=1，2，…，K｝ （10）
对于每一个窗口尺寸， 可以获得一个最小方差功率

谱估计 Phk （n，ω），估计时滤波器阶数为不超过窗口

长度的一半。
在各个窗口 hk，k=1，2， …，K 下功率谱计算如

下，

Phk （n，ω）=
1

eH（ω）Rx
-1（n）e（ω）

（11）

最合适的窗口尺寸应该使得功率谱估计的泄漏尽量

小，也就是使主瓣能量尽量大。 由于 WMVLSE 使用

一组最优的滤波器， 使得在某个瞬时频率处的成分

通过而使其它分量尽量衰减， 因此最合适的窗口尺
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图 3 用 WMVLSE 法得到的时频分布

Fig.3 Time-Frequency distribution obtained by WMVLSE

寸应该使功率谱在主瓣频率附近最陡，从而主瓣宽

度最小。
最优的主瓣宽度选择再加上式（11）就 构 成 了

WMVLSE。
3.3 WMVLSE 的主瓣宽度

由于非平稳信号的统计量具有时变性，其功率

谱也是时变的，下面讨论其局部性质。
对于窄带信号，很容易找到一个谱峰（可能是局

部谱峰），根据谱峰下降的高度就可以计算 WMVLSE
的主瓣宽度 wb，由此可以判断所加的时域窗口尺寸

大小。
对于非平稳信号，当窗口尺寸增加时，参与计算

的时间序列增加，加窗引起的泄漏减少，谱峰突出，
主瓣宽度减小，而当瞬时频率变化加快时，由于增加

的时间序列对于所计算的瞬时频率无效而使主瓣宽

度增加，因此存在最优窗口尺寸 hopt，使得主瓣宽度

最小。 图 1 为具有频率线性增加的正弦信号在瞬时

n=2 的功率谱估计，图中 h 为窗口尺寸，BandWidth
为主瓣宽度（其值用频率序列差值表示）。 可以看出

存在一个最优的窗口尺寸 h=101， 使得主瓣宽度最

小，BandWidth=12。

下面说明其计算方法。 假设非平稳信号在时刻

n 时，WMVLSE 在 ω=ωm 处取得最大值（窄带谱峰）
Pmax=max

ω
｛Phk

（n，ω）｝，则其主瓣宽度 wb 定义为功率

谱下降至某一个功率谱值 Pw 处的频率宽度，即

wb=wb-+wb+ （12）
此处，wb-，wb+满足

Phk
（n，ωm-wb-）=Pw

Phk
（n，ωm+wb+）=Pw （13）

当功率谱值 Pw 的值过大时主瓣宽度 wb 受 到

噪声的影响，过小时又不能体现算法中的主瓣，一般

由经验值确定，可以取 Pmax 在 0.5~0.9 之间。

4 仿真结果

选用文献［3］提供的仿真例子来演示在频域加

窗后的效果。 即仿真信号为一个离散正弦信号x（t），
1≤t≤500，其瞬时频率为 f（t）=asinh（2t-500）/16+
0.5，采 样 率 fs=2Hz，附 加 高 斯 噪 声，信 噪 比 SNR=
10dB，如图 2 所示。

图 3 为用 WMVLSE 获得的时频分布图， 即用

最小主瓣宽度获得窗口最佳尺寸，如图 6 所示（具体

介绍见下文），然后计算最小方差获得时频分布。 窗

口长度 hk 初始值设置为 101， 根据主瓣宽度最小，
自适应迭代获取每一个时刻 n、 每一个瞬时频率 ω
（f＝ω/2π），滤波器长度设置为 pk= hk-1

2
。 对比图 2、

图 3 可 以 看 到，WMVLSE 可 以 很 好 地 获 取 时 频 分

布，但是在频率变化最大处，即时刻 n=250 处不是

很理想。
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图 1 不同窗口尺寸下的功率谱估计

Fig.1 Power Spectral Estimation with different window size
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图 2 非平稳信号

Fig.2 Nonstationary Signal
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为了比较，用上述同样的数据、同样的设置给出

了文献［3］所提出的时频分布（此处记为 WMVSE-
ICI），如图 4 所示。同时，还给出了具有自适应窗口尺

寸的周期图法获得的时频分布（记为Periodogram），
如图 5 所示。

比较图 3、图 4、图 5 可以看出，WMVLSE、WM-
VSE-ICI 和 Periodogram 三种方法都可以分析非平

稳信号，但 WMVLSE 在时频分布上稍微清晰一些，
Periodogram 在 中 间 位 置 n=250 附 近 几 乎 看 不 到

时频点，因此认为 WMVLSE 的时频分布性能最好。
值得一提的是，WMLVSE 还可以在线实现， 具体方

法参考文献［3］。

图 6 为由最小主瓣宽度获得的最佳窗口尺寸，
可以看到频率变化较大时使用较小的窗口长度，而

频率变化较小时使用较大的窗口长度。 同时还可以

看到 n=250 时难以获得窗口尺寸。

5 结 论

本文在算法 WMVSE 的基础上，针对非平稳时

间序列，基于最小方差谱估计提出自适应的时频分

析方法，所叠加的时间窗能够自适应地调整尺寸，使

得所估计的谱具有最陡的瞬时主瓣、最小的主瓣宽

度以适应时频分析，从而获得满意的非平稳信号的

时频分布。 仿真和比较表明，该方法与基于 MVSE-
ICI、基于周期图的 MVSE 相比，能够提供最好的频

率分辨率，时频分布性能最好。
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图 4 由 WMVSE-ICI 得到的时频分布

Fig.4 Time-Frequency distribution obtained by WMVSE-ICI

图 5 自适应窗口周期图法的时频分布

Fig.5 Time-frequency distribution obtained by Periodogram
with adaptive window
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图 6 最佳的窗口尺寸

Fig.6 Best window size
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