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单台阶同心圆盘辐射声场的指向性计算 
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摘要：作为向空气中辐射的声辐射器，弯振阶梯薄盘或矩形板在工业上有很多应用。由于计算的复杂性，以前的文

献对阶梯圆盘的声场指向性未作研究。利用点声源组合的方法(Rayleigh 积分)，计算了边界自由的弯振阶梯圆盘辐射

声场的指向性，与弯曲振动的圆盘相比，阶梯圆盘的声场指向性得到了明显改善，理论计算结果与 Gallego 的实际测

试图案相吻合。计算为这类辐射器的高效应用、优化设计提供了理论依据。 
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Calculation of the acoustic field directivity pattern of flexural 
vibrating single stepped concentric plate 
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Abstract: As a kind of  air acoustic radiator the flexural vibrating stepped thin circular plate or stepped thin rectangular 
plate has many applications in industry. The directivity pattern of  the stepped circular plate has not been reported in 
theory due to complexity of  computation. In this paper, the radiating sound field directivity pattern of  flexural vibrating 
stepped thin circular plate with free border is studied by applying the directive theory of  built-up point sources (Rayleigh 
Integral). The directivity pattern of  the stepped circular plate is much improved in comparison with that of  the common 
flexural vibrating circular plate. The theoretical directivity pattern is in good agreement with the measured result of  
Gallego. The computation in this paper can provide a theoretical basis for efficient utilization and optimized design of  
this kind of  vibrators. 
Key words: stepped circular plate; radiated sound field; directivity pattern; circular ring 
 

1  引 言  

强功率声波辐射器在空气中应用很广泛，例如

声波除尘、声悬浮、声波干燥、声波凝聚等。这些

应用的共同特点都是利用薄盘、板的弯曲振动，因

为其辐射阻抗低，便于与空气介质匹配。最初，西

班牙学者 Alfonso 等人在 20 世纪 70 年代首先提出

了一种复合弯曲振动换能系统
[1]
，它由薄圆盘形辐

射器、阶梯型变幅杆和压电夹心式换能器组成，变

幅杆与圆盘中心联结。压电换能器激励起的纵振动

经变幅杆放大后，将纵振动传递给圆盘，引起该圆

盘同频率的弯曲振动，并向介质中(空气)辐射强功 
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率声波。由于该圆盘为弯曲振动，辐射面积大，因

此与空气介质有着良好的机械阻抗匹配(工作频率

可以在数赫兹至数十千赫兹的超声频范围内)，从而

可提高该换能振动系统的电声转换效率。圆盘弯振

时存有反相区，不利于对指向性要求高的场合使用

(例如料位仪等
[2])。后将辐射圆盘表面改进成阶梯

形式
[3,4]

，其阶梯高度等于辐射介质中的 1/2 波长，

这样可避免盘面振动节线两侧的相位相反引起的

声场相消干涉，也有人采用另种形状的阶梯板或者

穿孔板
[5,6]

。Gallego 的后续工作，研究了将具有多

个阶梯圆盘的辐射器按照一定的规律排列构成的

声基阵，目的是为得到更大能量的声波
[7,8]

。弯振圆

盘、阶梯圆盘的指向性在文献[1]中作过测试。文献

[9]对边界自由的弯振圆盘的指向性作了计算。可能

是由于复杂的缘故，以前的文献对阶梯圆盘的声场

指向性理论未作过清晰的表述。本文完成了这一工

作，计算结果表明，与文献[1]的测试结果相符。 
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2  阶梯圆盘的辐射声场计算理论 

考虑嵌在无限大平面障板上的、带有一个中心

凸起的阶梯薄圆盘，凸起的阶梯高度为辐射介质中

的 1/2 波长。把外径为 a 的阶梯圆盘分成两个部分，

即中心为 1a 的圆盘和宽度为 1a a− 的外围圆环。因而

该盘的声场也将是由这两部分组成。如图 1 所示。 

 
图 1  阶梯圆盘 

Fig.1  Stepped circular plate 

2.1  中心圆盘部分的辐射声场 

取阶梯圆盘中心为坐标原点，所在平面为 xz
平面。由于声场相对于穿过圆盘中心的 z 轴旋转对

称，可以设声场中的观察点 P 位于 xz 平面，它离开

原点距离为 1r ，位矢 r 与 z 轴的夹角为 1θ 。 
中心圆盘部分的位移可以表示为： 

1 0 1 0 1[ ( ) ( )]exp( j )n ny AJ k BI k tρ ρ ω= +  
这里 [ ]1 10,aρ ∈ , 0 1( )nJ k ρ 、 0 1( )nI k ρ 分别为零阶贝

塞尔函数和零阶修正贝塞尔函数， 4 2( )/n vk h Dρ ω= , 
3 2/12(1 )D Eh σ= − ， vρ 、ω 、E、σ 和 D 分别为圆盘

的密度、角频率、杨氏模量、泊松比和弯曲刚度常

数， nk 为对应不同振动模式 n (这里与节圆数数目相

同)时的波数。 
振速为： 

1
1 0 1 0 1j [ ( ) ( )]exp(j )n n

yu AJ k BI k tt ω ρ ρ ω∂
= = +

∂
 

幅值为：      
1 0 1 0 1j [ ( ) ( )]n nU AJ k BI kω ρ ρ= +  (1) 

如图 2，把阶梯板的中心部分表面分成无限多

个小面元，极径为 1ρ 、极角为 1ϕ 处的面元 1dS 在观

察点 P 产生的声压为： 
0 0

1 1 1 1
1

d j exp[j( )]d2
k cp U t kh Sh

ρ ω= −
π  

式中 1h 为面元到场点的距离， 0 0cρ 为场介质的

特性阻抗，ω 为声波角频率， k 为介质的波数。 
依照点源叠加的方法，可得整个中心圆盘部分

在空间产生的辐射声压为： 

1

0 0
1 1 1 1 1

1
d j exp[j( )]d2S

k cp p U t kh Sh
ρ ω= = −
π∫∫ ∫∫  (2) 

 
图 2  计算阶梯盘中心部分辐射声压 

Fig.2  Calculation of  the radiating acoustic pressure at the central area 
of  the stepped circular plate 

考虑 1 1r a� 的区域，即远场。由于各面元发出

的声波到达 P 点时振幅差异很小，故振幅部分中的

1h 可近似用中心点到 P 点的距离 1r 来代替。 
由图 2 中几何关系有： 

2 2 2
1 1 1 12 cosh r rρ ρ β= + −  

即：
2

1 1
1 1 1 2

1 1

21 cosh r r r
ρ ρβ= − +  

当 1 1r a� 时，利用级数展开，取前两项，则上

式可近似为： 
1 1 1 1cosh r ρ β= −  

代入式(2)中得到： 
0 0

1 1
1

1 1 1 1 1 1

j exp[j( )]2

exp(j cos ) d d

k cp t krr

U k

ρ ω

ρ β ρ ρ ϕ

= − ⋅
π

∫∫
 (3) 

Q 1 1 1 1(cos sin )ρ ϕ ϕ= +  i jρ ， 1 1 1 1(sin cos )r θ θ= +r i k  

∴ 1
1 1 1

1 1
cos sin cosrβ θ ϕρ

⋅
= = rρ

 (4) 

将式(1)和(4)代入(3)得： 

1

0 0
1 1

1

0 1 0 1 1 10
2

1 1 1 10

j exp[j( )]2

j [ ( ) ( )] d

exp(j sin cos ) d

a

n n

k cp t krr

AJ k BI k

k

ρ ω

ω ρ ρ ρ ρ

ρ θ ϕ ϕ
π

= − ⋅
π

+ ⋅∫
∫

 

 
 

 
 

 (5) 

根据柱贝塞尔函数的性质： 
2

0 0

1( ) exp(j cos )d2J x x ϕ ϕ
π

=
π∫

 

 0 1( )d ( )xJ x x xJ x=∫  

对式(5)积分可得： 

1

0 0
1 1

1

0 1 0 1 0 1 1 1 10

exp[j( )]

[ ( ) ( )] ( sin ) d
a

n n

k cp t krr

AJ k BI k J k

ρ ω

ρ ρ ρ θ ρ ρ

=− − ⋅

+∫
 

 

(6) 
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令：
1

0 1 0 1 1 1 10
( ) ( sin ) d

a

nC AJ k J kρ ρ θ ρ ρ=∫
 

 
 

1

0 1 0 1 1 1 10
( ) ( sin ) d

a

nD BI k J kρ ρ θ ρ ρ=∫
 

 
 

利用柱贝塞尔积分公式： 

0 0

0 1 0 12 2

( ) ( )d

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

xJ x J x x

x J x J x J x J x

α β

β α β α β α
α β

=

− +
−

∫
       

 

并利用 0 0( ) (j ), ( ) j ( j )n
n nI x J x I x J x−= = ，可求得 

1
1 0 1 1 1 12 2 2

1

0 1 1 1 1

[ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )]

n
n

n n

AaC k J k a J ka
k k
k J ka J k a

θ θ
θ
θ

= − +
−  (7) 

1
1 0 1 1 1 12 2 2

1

0 1 1 1 1

[ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )]

n
n

n n

BaD k I k a J ka
k k
k J ka I k a

θ θ
θ
θ

= +
+  (8) 

把式(7)、(8)代入式(6)，得中心部分的辐射声压： 
0 0 1

1 1 2 2 2
1 1

1 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1
1 0 1 1 1 12 2 2

1

0 1 1 1 1

exp[j( )]{
sin

[ sin ( ) ( sin )
( sin ) ( )]

[ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )]}

n

n

n n

n
n

n n

k c Aap t krr k k
k J k a J ka

k J ka J k a
Ba k I k a J ka

k k
k J ka I k a

ω ρ ω
θ

θ θ
θ

θ θ
θ
θ

=− − ⋅
−

− +
+

+
+

 (9) 

2.2  外围圆环部分的辐射声场 

外围圆环部分的位移可以表示为： 
2 0 2 0 2[ ( ) ( )]exp(j )n ny AJ k BI k tρ ρ ω= +     

其中 [ ]2 1,a aρ ∈ 。 
振速为： 

2
2 0 2 0 2j [ ( ) ( )]exp(j )n n

yu AJ k BI k tt ω ρ ρ ω∂
= = +

∂
  

幅值为： 
2 0 2 0 2j [ ( ) ( )]n nU AJ k BI kω ρ ρ= +  (10) 

如图 3，把圆环表面分成无限多个小面元，极 

 
图 3  计算阶梯板圆环部分产生的辐射声压 

Fig.3  Calculation of  the radiating acoustic pressure by circular ring of  
the stepped circular plate 

径为 2ρ 、极角为 2ϕ 处的面元 2dS 在观察点 P 产生的

声压为： 
0 0

2 2 2 2
2

d j exp[j( )]d2
k cp U t kh Sh

ρ ω= −
π

 

根据点源叠加的方法，可以得到整个圆环的辐

射声压为： 

2

0 0
2 2 2 2 2

2
d j exp[j( )]d2S

k cp p U t kh Sh
ρ ω= = −
π∫∫ ∫∫  (11) 

考虑 2r a� 的区域，即远场。忽略振幅差异，

用中心点到 P 点的距离 2r 代替 2h 。 
由图 3 中几何关系有： 2 2 2 2cosh r ρ β= −  
代入式(11)得： 

[

]

1

0 0
2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

0 0
2 0 2

2
2

0 2 2 2 2 2 2 20

j exp[j( )]2

exp(j sin cos ) d d

j exp[j( )] ( )2

( ) d exp(j sin cos ) d

a

na

n

k cp t krr

U k

k c t kr j AJ kr

BI k k

ρ ω

ρ θ ϕ ρ ρ ϕ

ρ ω ω ρ

ρ ρ ρ ρ θ ϕ ϕ
π

= −
π

=

− +
π

∫∫
∫

∫

 

 

 

 

 (12) 

用与计算 1p 类似的方法，同理可以求得： 
0 0

2 2
2

2 0 1 22 2 2
2

1
0 2 1 2 2 2

2

2 0 1 1 1 2

0 1 2 1 1

2 2

exp[j( )]

{ [ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )]
sin

[ sin ( ) ( sin )
( sin ) ( )]

si

n
n

n n
n

n

n n

n

k cp t krr
Aa k J k a J ka

k k
Aak J ka J k a

k k
k J k a J ka

k J ka J k a
Ba

k k

ω ρ ω

θ θ
θ

θ
θ

θ θ
θ

=− − ⋅

− +
−

− ⋅
−

− +
+

+

      

      

      
      

      2 0 1 22
2

1
0 2 1 2 2 2

2 0 1 1 1 2

0 1 2 1 1

[ sin ( ) ( sin )
n

( sin ) ( )]
sin

[ sin ( ) ( sin )
( sin ) ( )]}

n

n n
n

n

n n

k I k a J ka

Bak J ka I k a
k k

k I k a J ka
k J ka I k a

θ θ
θ

θ
θ

θ θ
θ

+

− ⋅
+

+

      

      
      

 (13) 

2.3  阶梯圆盘的辐射声压及其指向性 

把中心和圆环两部分的声压叠加起来就得到

观察点 P 处的辐射声压为： 
1 2p p p= +   (14) 

对于 1 1r a� ， 2r a� 的远场，忽略声波的振幅差

别，而保留它们的相位差异。令 2 2,r r θ θ= =  。对于

振幅部分，取 1 2 1 2, r rθ θ= =  。对于相位部分，由图 3

中几何关系，有 0 0
1 2 cos cos2 2r r rλ λθ θ= − = − ，其中 0λ

是空气中声波的波长， 0

2
λ

为阶梯高度。将以上关

系代入表达式(14)，得： 
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0 0 1
1 0 1 1 1 12 2 2

1

1
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 12 2 2

1

2 02 2 2
2

exp[j( )]{exp(j cos ){ [ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )] [ sin ( ) ( sin ) ( sin ) ( )]}
sin

[ sin (
sin

n
n

n n n n n
n

n
n

k c Aap t kr k J k a J kar k k
Bak J ka J k a k I k a J ka k J ka I k a

k k
Aa k J k a

k k

ω ρ ω θ θ θ
θ

θ θ θ θ
θ

θ
θ

=− − π − +
−

+ + +
+

−
−

1
1 2 0 2 1 2 2 2

2

2 0 1 1 1 2 0 1 2 1 1 2 0 1 22 2 2
2

1
0 2 1 2 0 1 12 2 2

) ( sin ) ( sin ) ( )]
sin

[ sin ( ) ( sin ) ( sin ) ( )] [ sin ( ) ( sin )
sin

( sin ) ( )] [ sin ( ) (
sin

n n
n

n n n n
n

n n n
n

AaJ ka k J ka J k a
k k

Bak J k a J ka k J ka J k a k I k a J ka
k k

Bak J ka I k a k I k a J ka
k k

θ θ
θ

θ θ θ θ θ
θ

θ θ
θ

+ − ⋅
−

− + + +
+

−
+ 1 2 0 1 2 1 1sin ) ( sin ) ( )]}n nk J ka I k aθ θ+

 (15) 

令
Bq A= ，将上式变形为： 

0 0 1
0 1 1 12 2 2

1
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 12 2 2

exp[j( )]{exp(j cos ){ [ ( )sin ( ) ( sin )
( ) ( ) sin

( ) ( sin ) ( )] [ )sin ( ) ( sin ) ( ) ( sin ) ( )]}
( ) ( ) sin

n
n

n n n n n
n

k c aap A t kr ka J k a J kar k a ka
qaak a J ka J k a ka I k a J ka k a J ka I k a

k a ka

ω ρ ω θ θ θ
θ

θ θ θ θ
θ

=− − π − +
−

+ + +
+

（     

     
2

1
0 1 0 12 2 2 2 2 2

2

0 1 1 1 0 1 1 1 0 12 2 2

[ ( )sin ( ) ( sin ) ( ) ( sin ) ( )]
( ) ( ) sin ( ) ( ) sin

[ ( )sin ( ) ( sin ) ( ) ( sin ) ( )] [ )sin ( ) ( sin )
( ) ( ) sin

n n n
n n

n n n n
n

aaa ka J k a J ka k a J ka J k a
k a ka k a ka

qaka J k a J ka k a J ka J k a ka I k a J ka
k a ka

θ θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ
θ

− + − ⋅
− −

− + + +
+

（     

1
0 1 0 1 1 1 0 1 1 12 2 2( ) ( sin ) ( )] [( )sin ( ) ( sin ) ( ) ( sin ) ( )]}

( ) ( ) sinn n n n n
n

qaak a J ka I k a ka I k a J ka k a J ka I k a
k a ka

θ θ θ θ
θ

− +
+

     

令 0θ = 可以求得： 
0 0

0

1 1
1 1 1 1 12 2 2

1 1
1 1 1 1 12 2 2

exp[j( )]

{exp(j )[ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )} (16)

n n n
n n n

n n n

n n n
n n n

n n n

k cp A t krr
k a qk a k aJ k a I k a J k a
k k k

k a qk a qk aJ k a I k a I k a
k k k

θ
ω ρ ω= =− − ⋅

π + −

+ −

]+        

                 

 

用 ap 表示声压幅值，阶梯圆盘的指向特性为： 

0

( )( ) ( )
a

a

pD p
θ

θ
θ

=
=   (17) 

将式(15)和(16)代入(17)即可得到指向性表达式。 

3  计算结果 

由于阶梯高度远小于板的尺寸，可近似认为阶

梯盘的节圆半径和频率方程仍与圆盘相同。边界自

由条件下，圆盘边界处的弯矩以及横向剪力为零。

取圆盘的材料为 45 号钢，其泊松比为 0.28σ = 。根

据以上条件，可以求得弯振圆盘频率方程的根，即

一系列的 nk a 值。圆盘振动的共振频率由下式给出： 
2

2 2
( )
2 12 (1 )

n
n

v

k a h Ef
a ρ σ

=
π −

， 1,2,3,n= L  

式中， h 为圆盘的厚度。对于弯曲振动阶梯圆

盘，一阶振动模式下， 1nk a k a= 为频率方程的第一

个根值。取阶梯盘材料为 45 号钢。边界自由时， 

1 2.99306k a= ， 1 1

1 1

( )
( )

J k aBq A I k a= =− ，计算得到节圆半径 

1 0.68a a� ，即阶梯位置在0.68a 处。将以上数据代入

式(15)~(17)，计算 ka 不同值时的指向性如图 4 所示。 
从图 4 可见，随着 ka 值的增大，即随着阶梯

盘尺寸的增大或辐射频率的提高，指向性越来越尖

锐。当 ka<3 时，指向图没有副瓣，但不尖锐；当

ka>=3 时，指向图上除了主瓣还有副瓣出现，ka 越

大指向性也越尖锐，副瓣也会相应增多。增大阶梯

盘的尺寸或提高辐射频率会使指向性尖锐，但同时

有副瓣出现。这是一个矛盾，实际应用中需统筹兼顾。 

4  与弯振圆盘及实际测试相比较 

这里将本文与文献[9]中弯振圆盘指向性的计

算结果，并与文献[1]的阶梯圆盘的测试结果相比

较。文献[9]计算了弯振圆盘在一阶振动模式下(盘
中间有一条振动节线，即对应的 ka=8.3 时)的辐射

声场指向性。薄圆盘材料为钢，其厚度为 h=0.002m，

半径为 0.01ma= ，频率 f=44.914kHz。同样，频率

方程的根取为 1 2.99306k a= 。 
图 5(a)是弯曲振动圆盘辐射声场的指向性图，

图 5(b)则是相同振动模式和相同 ka 下的阶梯圆盘

辐射声场的指向性图。对一条节线的弯振圆盘来

说，节线中间部分可以视作一圆盘，其外则为圆环，  
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图 4  单台阶圆盘的指向性图 

Fig.4  The directivity patterns of  the single stepped circular plate 

两者在声场空间产生的相位恰好相反，而圆环部分

的面积大于中间圆盘部分的面积(一阶振动模式下

圆盘的节线与半径之比为 0.68)，因此圆盘的指向性

函数中出现两个主瓣是可以理解的，从剖面图上则

更容易直观地看出这点。对比图 5(a)和图 5(b)，阶

梯圆盘的声场指向性较弯曲振动圆盘得到了明显

改善。该计算结果与文献[1]中对以上两种圆盘辐射

声场的指向性测试结果相符。 

 
(a) 文献[9]中理论计算           (b) f=44.914kHz 时的 

的弯振圆盘指向性              阶梯圆盘指向性 
图 5  理论计算的两种圆盘的指向性图 

Fig.5  Comparison of  directivity patterns between two kinds of   
circular plates 

5  结 论 

本文利用点声源组合的方法，计算了边界自由

的弯振阶梯圆盘辐射声场的指向性，结果表明，随

着 ka 值的增大，即随着阶梯盘尺寸的增大或辐射

频率的提高，指向性越来越尖锐；当 ka<3 时,指向

图没有副瓣,但并不尖锐；当 ka>=3 时，指向图上

除了主瓣还有副瓣出现，指向性却尖锐。增大阶梯

盘的尺寸或者提高辐射频率会使指向性尖锐，但同

时还有副瓣。阶梯圆盘辐射声场的指向性与弯曲振

动的圆盘相比，前者的声场指向性明显比后者尖锐。 
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