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自由分布式 FDR 假设检验阈值算法的 
小波域信号增强算法 
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摘要：在小波阈值增强算法中存在的主要问题是阈值的选取。Donoho 提出的通用阈值在实际的应用中效果并不十分

理想。利用统计学中的自由分布式错误发现率(False Discovery Rate, FDR)假设检验方法，提出一种新的阈值算法。选

取 sym4 小波函数对带噪信号进行处理，仿真结果表明该算法的信号增强效果优于通用阈值的信号增强效果。 
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Abstract: The main problem of wavelet threshold enhancement algorithm is threshold selection. The universal threshold 
proposed by Donoho is not very ideal in practice. According to the method of  free distributed FDR hypotheses testing in 
statistics, a new threshold algorithm is proposed. Sym4 wavelet function is selected to deal with the noise signal. The 
simulation shows that the proposed algorithm has better effects than that of the universal threshold on signal enhancement. 
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1  引 言  

小波阈值增强算法是小波去噪领域中的一个

热点。目前国外有很多种确定阈值的方法，其中主

要有通用阈值法(Sqtwolog 规则)、Stein 无偏风险阈

值法(Rigrsure 规则)、启发式 Stein 无偏风险阈值法

(Heursure 规则 )、极大极小阈值法 (Minimaxi 规

则)[1-6]
。虽然 Donoho 在理论上证明并找到了最优的

通用阈值，但在实际的应用中效果并不十分理想。 
本文利用统计学中的自由分布式 FDR 假设检

验方法，提出一种新的阈值算法，即自由分布式

FDR 假设检验阈值算法，简称 FDR 算法。 

2  小波阈值增强算法 

2.1  小波阈值增强算法 
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小波阈值增强算法可以简单地描述为三步：首

先对带噪信号进行小波变换；其次对变换后的小波

系数进行阈值化处理；最后对处理后的小波系数进

行小波逆变换，重构原始信号。其中第二步是小波

阈值增强算法的核心。 
小波阈值增强算法的数学模型为： 

( ) ( ) ( ), 0,1, 2, 3, , 1f k s k n k k N= + = −      (1) 
式中， ( )s k 为原始信号， ( )n k 为高斯白噪声，

( )f k 为带噪信号。 
对带噪信号进行小波变换，可得： 

( ) ( ) ( )W f W s W n= +   (2) 
因此，小波阈值增强算法三个步骤可描述为： 

1ˆ( ), ( , ), ( )λ λw W f w D w λ g W w−= = =   (3) 

式中， ( )W ∗ 为小波变换算子， ( , )D ∗ ∗ 为对带噪

信号的小波系数进行阈值化处理的算子，主要包括

阈值的设定和阈值函数的选取， 1( )W − ∗ 为小波逆变

换算子。 

2.2  小波阈值增强算法中通用阈值的设定 

对带噪信号进行增强，特别是当噪声为高斯白

噪声时，Donoho 提出了两个增强的前提条件
[7]
： 
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(1) 光滑性：在大概率情况下，增强后的信号 f̂
至少和原始信号 f 有同样的光滑度； 

(2) 适应性：增强后的信号 f̂ 是最小均方差估计。 
由条件(1)可以推出，当信号长度 N →∞ 时，式

(4)以接近于 1 的概率成立： 

1
ˆ|| || || ||F Ff C f≤   (4) 

式中， 1C 为一大于零的常数。由此可得： 
ˆ| | | |jk jkθ θ≤    (5) 

式中，k 为位置，1 k N≤ ≤ ，j 为尺度， jkθ 和 ˆ
jkθ

分别表示原始信号和增强后的信号在尺度 j 上的第

k 个小波系数。 

条件(2)可理解为对 2

1

1 ˆ( | | )
N

k k
k

E f fN =
−∑ 求最小值， 

等价于求 ˆ|| ||FE −θ θ 的最小值。Donoho 证明，此时

f̂ 、 θ̂ 必须满足： 
2 2ˆˆ|| || || || 2lnF FE s s E N Nγ γσ− ≤ − ≤θ θ  (6) 

当小波变换为正交小波变换时， 1γ = ，有： 
21 ˆ|| || 2lnFE NN σ− ≤θ θ   (7) 

由式 (7)可知，对于任意 | | 2lnjk Nθ σ≤ ，取
ˆ 0jkθ = ，将满足式(6)。此时， jkθ 由噪声产生，因此，

通用阈值可设为： 
2ln Nλ σ=   (8) 

由上述推导可看出，该小波系数中最大值小于

λ 的概率趋近于 1，即存在一个通用阈值λ ，使得

该序列中的所有小波系数都小于它。随着小波分解

尺度的逐渐增大，小波系数的长度将变得越来越短，

从而导致由式(8)所决定的通用阈值也变得越来越

小。因此，当原始信号中带有高斯白噪声时，可通过

设置通用阈值来去除噪声，以达到信号增强的效果。 

2.3  小波阈值增强算法中阈值函数的选取 

在小波阈值增强算法中，阈值函数的选取分两

种形式，分别是软阈值函数和硬阈值函数。 
(1) 软阈值函数： 

ˆ 0
jk jk

jk jk

jk jk

θ λ θ λ
θ θ λ

θ λ θ λ

− ≥⎧
⎪= <⎨
⎪ + ≤−⎩

   (9) 

将带噪信号的小波系数 jkθ 与所选定的阈值 λ
进行比较，大于等于阈值的点取该点与阈值的差；

小于等于阈值相反数的点取该点与阈值的和；幅值

小于阈值的点取为零。 
(2) 硬阈值函数： 

ˆ
0
jk jk

jk
jk

θ θ λ
θ

θ λ
≥⎧

=⎨ <⎩

 
 

  (10) 

将带噪信号小波系数的绝对值 jkθ 与所选定的

阈值λ 进行比较，小于阈值的点取为零；大于等于

阈值的点保持不变。 
通过式(9)和式(10)的对比可以看出，用软阈值

函数得到的小波系数 ˆ
jkθ 整体的连续性较好，从而使

重构的信号不会产生附加震荡，但是当 jkθ λ≥ 时，
ˆ

jkθ 和 jkθ 总是存在恒定的偏差，这将直接影响重构

信号与原始信号的逼近程度。硬阈值函数在均方误

差意义上优于软阈值函数，但是由于其在 λ 处不连

续，从而导致重构信号会产生附加震荡，不具有同

原始信号一样的光滑性。总体看来，软阈值函数会

使去噪后的信号略显平滑，但是会丢失信号的某些

特征；而硬阈值函数可以保留信号的具体特征，但

是在信号的平滑方面略有欠缺。一般而言，在小波

去噪的过程中，软阈值函数比较常见。 

3  自由分布式 FDR 假设检验阈值算法 

3.1  自由分布式 FDR 假设检验方法 

在统计学中，当有 m 个待检验零假设 1 2, ,H H   

3, , mH H 被同时检验时，假设被拒绝的零假设的

数目为 R，被错误拒绝的零假设数目为 V，那么被

错误拒绝的零假设占所有被拒绝的零假设的比例

为Q V R= 。 
定义随机变量 Q 的数学期望为： 

( ) ( )E Q E V R=   (11) 
在特殊情况下，当没有假设被拒绝，即 =0R 时， 

=0Q 。在多假设检验中要控制 ( )E Q 在一个较低的

错误率水平，即 ( )E Q q≤ 。 
自从 Abramovich 和 Benjamini 于 1995 年提出

在多假设检验中引入 FDR 准则后，多种基于 FDR
准则的假设检验方法相继出现，但是它们均建立在

对检验假设的联合概率作一定假定的基础上
[8-18]

。唯

一一种不需要对检验假设的联合概率作出假定的

FDR 假设检验方法就是自由分布式 FDR 假设检验

方法，其检验流程如下： 
设 1 2, , , mp p p⋅⋅⋅  是一组待检验零假设 1 2, ,H H   

3 , , mH H⋅ ⋅⋅  所对应的门限概率，把它们按从小到大的

顺序进行排列，可得： (1) (2) ( )mp p p≤ ≤⋅⋅⋅≤ 。 

{ }( )max : (1+1 2 1 )i
ik= i p qm m≤
+  (12) 

那么待检验零假设 1 2 3, , , , kH H H H⋅⋅⋅    将被拒绝，

这样上述流程就把 ( )E Q 控制在 q 以下。此检验过程

从最大的 ( )mp 开始，逐步向最小的 (1)p 进行，直至找 
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到第一个满足式(12)的 ( )ip ，此时，对应的下标 i 就
是要找的 k。 

3.2  自由分布式 FDR 假设检验阈值算法 

从统计学的观点解释，自由分布式 FDR 假设

检验阈值算法就是对小波变换后得到的每一个小

波系数进行检验，然后仅保留显著的系数。考虑对

一组待检验零假设 ( 1, 2, , ): 0k jkH k m θ= ⋅⋅⋅ =   同时进行

检验(这里将系数分为0和非0是对实际情况的理想

化，而实际上信号的小波系数很少有正好为 0 的，

它们仅仅是很小而已)。若在检验中共有 R 个小波

系数检验失败，在这些检验失败的系数中，设由原

始信号得到的小波系数的数目为 S，由噪声得到的

小波系数的数目为 V，则小波系数被错误保留的比

例为Q V R= 。为了最大限度地减少由噪声引起的

小波系数，可以通过控制Q 的数学期望 ( )E Q 来实

现。FDR 算法的具体步骤如下： 
(1) 计算每个带噪信号小波系数 jkθ 对应的门

限概率 jkp ，检验 : 0k jkH θ = 。 
| |

2(1 ( ))jk
jkp

θ
Φ σ= −   (13) 

式中，Φ 为高斯分布函数，σ 为高斯白噪声的

标准方差。 
(2) 对 jkp 按从小到大进行排序，即： (1)p ≤  

(2) (3) ( )mp p p≤ ≤ ⋅⋅⋅ ≤ 。 
(3) 从 =1i 开始，设满足不等式(14)的最大的 i

为 k： 

( ) (1 1 2 1 )i
ip qm m≤

+ +
  (14) 

计算出： 
( )1(1 )2
k

k

p
λ σΦ −= −   (15) 

(4) 把 kλ 作为 FDR 算法确定的阈值，选择软阈

值函数或硬阈值函数对 jkθ 进行阈值化处理。 

4  仿真实验与结果分析 

在信号长度 1024N = 、高斯白噪声的标准方差

1σ = 时，由式(8)可以求出通用阈值 3.7233λ = 。当

错误率 q 分别取 0.05、0.1、0.15 时，则分别有 5、
10、15 个错误系数被保留，由式(15)可以求出 FDR
算法所确定的阈值分别为 5 3.9935λ = 、 10 3.8261λ = 、

15 =3.7250λ 。调整 q 的取值，使被保留的错误系数

的个数 1, 2, , 20K = ⋅⋅⋅   时，通用阈值算法和 FDR 算法

所确定的阈值如图 1 所示。从图 1 可以看出，随着

k 的增加，通用阈值保持不变而 FDR 算法所确定的

阈值逐渐减小。由此可见，FDR 算法不依赖信号长

度，可以通过控制不同的错误率 q 来确定不同的阈

值，它克服了通用阈值依赖信号长度的这一缺陷。 

 
图 1  取 k 个系数时两种算法所确定的阈值 

Fig.1  Thresholds for k coefficients by two algorithms 

在 Matlab 软件中选取 sym4 小波函数来进行通

用阈值算法和 FDR 算法的信号增强仿真实验。其

中 FDR 算法的错判率分别取 0.05q= (FDR05)和
0.01q= (FDR01)，采用 Donoho 为验证小波阈值信

号增强算法而构造的 Blocks、Bumps、HeavySine、
Doppler 四种理想信号作为本实验的原始信号，它

们分别由 wnoise 函数在 Matlab 中自动生成。高斯

白噪声的标准方差 1σ = ，信号长度 1024N = 。在原

始信号中加入高斯白噪声，生成初始信噪比(SNR)
分别为 1dB、5dB、10dB、15dB 的带噪信号。接着

在 Matlab 软件中用 sym4 小波函数分别对上述的四

种带噪信号进行小波变换，依次用通用阈值算法和

FDR05、FDR01 算法来确定阈值，采用软阈值函数

对小波系数做统一的阈值化处理，最后通过小波逆

变换，重构原始信号。以最小相对均方误差(Minimal 
Relative Mean Square Error, MRMSE)作为评价指标。

最小相对均方误差的定义为：MRMSE min(MSE )i= / 
MSEi ( 1, 2, 3)i=  ，其中，均方误差(Mean Square  

Error, MSE)的定义为： 2

1

1 ˆMSE= | |
N

i i
i

f fN =
−∑ ，其中，  

if 为原始信号， îf 为增强后的信号。MRMSE 的统

计结果如表 1 所示。从表 1 可以看出，FDR 算法的

信号增强效果相对于通用阈值算法而言显得更加

稳定。在SNR=10dB时，原始的 HeavySine 信号如

图 2 所示，用通用阈值算法和 FDR05、FDR01 算法

对图 3 所示的带噪的 HeavySine 信号进行处理，增

强后的波形如图 4~6 所示。通过比较可以看出，FDR
算法明显优于通用阈值算法，而且随着错判率 q 的

减小，FDR01 在信号突变处的增强效果略优于

FDR05 的增强效果。 
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表 1  两种阈值算法的最小相对均方误差统计结果 
Table 1  MRMSE statistical results by two threshold algorithms 

 
图 2  原始的 HeavySine 信号 

Fig.2  The original HeavySine signal 

 
图 3  带噪的 HeavySine 信号 

Fig.3  The noisy HeavySine signal 

5  结 论 

阈值的设定直接关系到小波阈值增强算法的增

强效果。本文应用统计学中的自由分布式 FDR 假

设检验算法来设定小波阈值，得到一种全新的阈值

选取算法。与 Donoho 提出的通用阈值相比，该算 

 
图 4  通用阈值增强后的 HeavySine 信号 

Fig.4  The enhancement HeavySine signal by universal threshold 

 
图 5  FDR05 增强后的 HeavySine 信号 

Fig.5  The enhancement HeavySine signal by FDR05 

 
图 6  FDR01 增强后的 HeavySine 信号 

Fig.6  The enhancement HeavySine signal by FDR01 

法具有不依赖于信号长度，阈值选取灵活，并且对

信号及噪声的变化具有较强的适应性等优点，仿真

实验显示该算法的语音增强效果明显优于通用阈

值。因此，拓展小波理论，研究小波阈值增强算法，

特别是阈值的设定和阈值函数的选取，无论在学术

研究上还是在实际的应用中都具有十分重要意义。 
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