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基于重构核的最小二乘配点法求解封闭声腔响应 
李鸿秋 1,2，陈国平 1，史宝军 3 

(1. 南京航空航天大学航空宇航学院，南京 210016；2. 金陵科技学院，南京 211169；3. 山东建筑大学机电学院，济南 250101) 

摘要：基于重构核思想，应用无网格配点法构造近似函数，并利用最小二乘方法的原理解决边界问题，离散控制微

分方程，建立求解的代数方程。并将此方法应用于封闭声腔响应的求解，即对亥姆霍兹方程进行离散，建立其最小

二乘无网格配点格式。该方法的系数矩阵是对称正定的，因而保证了解的稳定性。通过数值算例分别验证了配点均

匀分布与随机分布时此方法的精确性以及稳定性。与有限元方法相比较，此方法不需要进行网格划分，节点可随机

分布，且随着节点数目的增加，其精度越来越高，并具有良好的收敛性。 
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Analysis of acoustic response in closed cavity based on 
least‐square point collocation method and kernel reproducing 

particle method 
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Abstract:  In  this paper, approximate  functions are constructed based on  the principle of  reproducing kernel particle 
method,  and  the  least‐square  collocation method  is  used  to  solve boundary problems. The  system  coefficient matrix 
generated by  this method  is  symmetric, which make sure of  the results  stable. A  least‐square collocation  formulation 
based on kernel  reproducing particle method  is  established  for  solving acoustic  response  in  closed cavity. Helmholtz 
equation  is  then  discretized.  Several  numerical  examples  of  points  distributed  uniformly  or  randomly  are  analyzed. 
Compared with FEM, this method dose not need any initial mesh generation and mesh regeneration. Examples show 
whenever the points are distributed uniformly or randomly the results have good accuracy and convergence. 
Key words: Acoustic response; Helmholtz equation; reproducing kernel particle method; least‐square principle 
 

0  引 言 

实际工程中，对许多力学问题或场问题，能用

解析方法导出精确解的只是方程性质简单，几何形

状规则的少数问题。数值解法是解决这类问题普遍

采用的方法，无网格方法是近年来受到广泛关注的

一种数值计算方法，它不需要网格划分，只需要知

道节点信息，可以克服有限元法等对网格的依赖

性。因此，无网格方法在涉及网格畸变、网格移动

等问题时具有明显的优势
[1,2]

。 

现有的无网格方法主要有以下几类：光滑粒子

法、重构核法、散射元法、无网格 Galerkin 法、
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Hp-Clouds 无网格法、单位分解有限元法、无网格

局部 Petrov-Galerkin 法以及有限点法
[3-5]

等。国外最

早提出的一种无网格方法为光滑粒子法。Liu W K
[6]

首先提出了重构核的方法，重构核方法是一种基于

核近似的无网格方法，通过引入修正核函数进行重

构核，这样就可满足边界上的一致性条件从而提高

求解精度。Liu 和 Chen
[7]
又提出了多尺度重构核的

方法，这一方法主要应用于局部密化和收敛性研究。 

本文基于重构核的思想，应用最小二乘配点方

法离散控制微分方程，将其应用于封闭声腔响应的

研究中，建立了亥姆霍兹方程问题的最小二乘配点

格式，分别研究了节点均匀分布以及随机分布时数

值结果的精确性以及稳定性。 

1  重构核方法 

重构核方法的关键就是通过建立一个修正核
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函数来构造函数 ( , )u x y
[8]
，以二维函数为例，带有

修正核函数的近似函数可表示为： 

( , ) ( , ) ( , )d da
du x y w x s y t u s t s t


  


 (1) 

式(1)中， ( , )dw x s y t 
称为修正核函数，并且可以

表示为： 
( , ) ( , , , ) ( , )d dw x s y t C x y s t w x s y t    

 (2) 

( , , , )C x y s t 称为修正函数，通过构造适当的修正函

数可以得到满足不同精度要求的近似函数，本文中

修正函数采用多项式基函数的线性组合表示，其最

高阶次数取决于控制微分方程的最高阶导数，当

( , , , ) 1C x y s t  时，式(2)就是经典的光滑粒子法(SPH

法)，SPH 法用配点格式建立离散方程组，比较容易

实现，但是精度较低，稳定性也较差。 

这里，修正函数的形式如下所示： 

0 1

2
2 3

2
4 5

( , , , ) ( , ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( )( )

C x y s t c x y c x y x s

c x y y t c x y x s

c x y y t c x y x s y t

   

   

   
 (3) 

式(3)中， 0 1 5( , ), ( , ), , ( , )c x y c x y c x y 表示未知的修正

系数，如果控制微分方程只包含一阶导数项则只需

前三项即可满足精度要求，修正系数可以通过设定

近似函数的重构条件来确定。 

2 22 2 2

2 2

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

2! 2!

u uu s t u x t x s y t
x y

x s y tu u ux s y t
x yx y

      
 

       
  

 (4) 

将修正函数(2)以及式(4)代入式(1)中，可以得

到： 

0 1

2

2 32

2 2

4 52

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1( , ) ( , )
2

1 1( , ) ( , )
2 2

a uu x y u x y m x y m x y
x

u um x y m x y
y x

u um x y m x y
x yy

  


  
 
 

 

 

 

 

 (5) 

其中： 

0 0 00 1 10 2 01 3 20 4 02 5 11

1 0 10 1 20 2 11 3 30 4 12 5 21

2 0 01 1 11 2 02 3 21 4 03 5 12

3 0 20 1 30 2 21 3 40 4 22 5 31

4 0 02 1 12 2

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

m x y c m c m c m c m c m c m

m x y c m c m c m c m c m c m

m x y c m c m c m c m c m c m

m x y c m c m c m c m c m c m

m x y c m c m c m

     
     
     
     
  





 03 3 22 4 04 5 13

5 0 11 1 21 2 12 3 31 4 13 5 22( , )

c m c m c m

m x y c m c m c m c m c m c m

  
     

 (6) 

且： ( , ) ( ) ( ) ( , )d di j
ij dm x y x s y t w x s y t s t


      (7) 

很明显，如果使 ( , )au x y 能够精确重构 ( , )u x y ，

重构条件如下： 

0( , ) 1; ( , ) 0,  ( 1, 2,..., 5)km x y m x y k     (8) 

因此，式(6)可以写成如下的矩阵形式，且重构

函数的系数可以由此式求出： 

00 10 01 20 02 11 0

10 20 11 30 12 21 1

01 11 02 21 03 12 2

20 30 21 40 22 31 3

02 12 03 22 04 13 4

11 21 12 31 13 22 5

1

0

0

0

0

0

m m m m m m c

m m m m m m c

m m m m m m c

m m m m m m c

m m m m m m c

m m m m m m c

     
     
     
     

    
    
    
    

    

 (9) 

上式可写成如下的缩写形式： 
MC B   (10) 

2  核函数系数导数的求解 

2.1  核函数系数一阶导数的求解  

近似函数 ( , )au x y 对 x 的一阶导数为 

( , ) { ( , )} ( , )d da
du x y w x s y t u s t s t

x x

   
 


 (11) 

将式(4)代入式(11)，则：  

0 ' 1' 0

2

2 ' 3' 12

2 2

4 ' 5' 22

( , ) ( , ) ( )

1 ( 2 )
2

1 ( 2 )
2

a
x x

x x

x x

uu x y u x y m m m
x x

u um m m
y x

u um m m
x yy

    
 

   
 
  

 

  

  

  

 (12) 

式(12)中， 0' xm 表示 0 /m x  ，其它各项有类似的表

达。同近似函数的精确表达条件，对 x 的一阶导数

的精确表达条件为： 

0 ' 1' 0 2 '

3' 1 4 ' 5 ' 2

0, 1, 0

2 0, 0, 0
x x x

x x x

m m m m

m m m m m

   
    

   
      (13) 

式(13)可写成如下的矩阵形式： 

' ' 0x x M C MC   (14) 

同理，近似函数对 y 的一阶导数为： 

0 ' 1'

2

2 ' 0 3'2

2 2

4 ' 2 5 ' 12

( , ) ( , )

1( )
2

1 ( 2 ) ( )
2

a
y y

y y

y y

uu x y u x y m m
y x

u um m m
y x

u um m m m
x yy

   
 

   
 
   

 

 

  

   

(15) 

对 y 的一阶导数的精确表达的重构条件为： 

0' 1' 2 ' 0

3' 4 ' 2 5' 1

0, 0, 1

0, 2 0, 0
y y y

y y y

m m m m

m m m m m

   

    

   
      (16) 

上式可写成如下的矩阵形式： 

' ' 0y y M C MC   (17) 

2.2  核函数系数二阶导数的求解  

对二维问题，式(14)进一步对 x 和 y 分别求导，

式(17)进一步对 y 求导，同样可得如下的矩阵形式： 
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' ' ' '

' ' ' '

' ' ' ' ' '

2 0

2 0

0

xx x x xx

yy y y yy

xy x y y y xy

  
  

   

M C M C MC

M C M C MC

M C M C M C MC
 (18) 

2.3  基于重构核的配点法  

重构核配点法是指将方程(1)的离散形式用于

微分方程的求解，设在区域中有 N 个离散点，则

方程(1)的离散形式可写为 

1

( , ) ( , ) ( , )
N

a
d i i i i I

i

u x y w x x y y u x y V


    
 (19) 

修正核函数的离散形式可表示为 
( , ) ( , ) ( , )d i i i i d i iw x x y y C x x y y w x x y y      

 (20) 

其中 

0 1

2
2 3

2
4 5

( , ) ( , ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( , )

i i i

i i

i i i

C x x y y c x y c x y x x

c x y y y c x y x x

c x y y y c x y x x y y

     

   

   
 (21) 

式(19)可按照形函数的形式写成 

1

( , ) ( , )
N

a
I I

i

u x y N x y u


   (22) 

式(22)中， ( , )IN x y 可被看做重构核方法中的形函数：  
( , ) ( , ) ( , )I i i d i i IN x y C x x y y w x x y y V       (25) 

对二维问题，核函数可表示为 
1 1( , ) ( ) ( )I I

d i i
x x y y

x x y y
w x x y y w w   

 
    (26) 

这里， ,x y  分别为沿 ,x y 方向的精化参数，本文

根据文献[9]，取 1.17* , 1.17*x yx y     ， ,x y 

分别为 ,x y 方向的节点间距。核函数取三次样条函

数，即： 

3

2

2

3

0                                    2

1/6 ( 2)             2 1

( ) 2/3 (1 /2)      1 0

2/3 (1 /2)        0 1

1/6 ( 2)               1 2

I

I I

I I I I

I I I

I I

d

d d

w d d d d

d d d

d d


          
    
    

 (27) 

于是形函数的导数可根据下式计算： 

' ' '

' ' '

' ' ' ' '

' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' '

( )

( )

( 2 )

( 2 )

( )

I x x d d x I

I y y d d y I

I xx xx d x d x d xx I

I yy yy d y d y d yy I

I xy xy d x d y y d x d xy I

N C w Cw V

N C w Cw V

N C w C w Cw V

N C w C w Cw V

N C w C w C w Cw V

  
  

   
   

    

 (28) 

3  封闭空间的声场 

设有一封闭空间，外结构分为弹性和刚性表面

两部分如图 1 所示，考虑简谐激励情况忽略声腔内

的流体阻尼，则腔内声压分布 p 应满足亥姆霍兹方

程及封闭空间边界条件： 
2 2Helmholtz

Dirchlet       ( )

Neumann   ( )
d d d

n n n n

p k p f

p p d

p p n

  
 

  

方程：

边界： 

边界：

 (29) 

 
图 1  亥姆霍兹方程问题的几何表示 

Fig.1    the geometric representation of Helmholtz equation   

4  亥姆霍兹方程的最小二乘配点格式 

最小二乘配点法的原理就是以控制微分方程

在各离散点处误差平方总和为最小的条件来建立

求解试函数的方程。 

设在 内部有 iN 个点，在边界 d 上有 dN 个

点，在边界 n 上有 nN 个点，则共计布有 i d nN N N 
个点，以近似值代入式(29)，则在 , ,i d nN N N 各离散

点上的误差分别为： 
( , ) ( , ) ( , ),   1, 2, ,

( , ) ( , ) ( , ),     1, 2, ,

( , )
( , ) ( , ),  1, 2, ,

i i i i i i i i

d i i i i i i d

i i
n i i n i i n

R x y Lu x y f x y i N

R x y u x y u x y i N

u x y
R x y u x y i N

n

   
   


   




  (30) 

式(30)可写做如下矩阵形式的残量方程： 
 R Su q   (31) 

由式(31)，各离散点残量的方差总和为 

1

1( )
2

NP
T
I I

I

J u R R


   (32) 

各离散点方差总和为最小的条件为 
( )

0
J u

u
 


  (33) 

于是可得到 
Ku Q   (34) 

根据上式即可计算 ( 1, 2, , )iu i NP  ，代入近似

函数的表达式(21)就可得到封闭声腔的响应值。 

5  数值算例 

根据上述原理编制了亥姆霍兹方程二维问题

的最小二乘配点法的计算程序，并给出典型算例，

与有限元解进行比较，检验了该方法的精确性以及
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稳定性。 

(1) 微分方程及边界条件如下： 
2 0

( 0, 2) 1;    ( 0, 2) 1

u u

u x x u y y

  
     

 

对此问题采取两种离散方案：一是离散点均匀

分布，二是离散点随机分布。 

图 2、3 是两种离散情况下所计算得到的u 值。

而图 4 则是有限元求解得到的结果。可见，无论是

节点均匀分布还是随机分布，计算结果的误差都很

小，尽管离散点不多，但是计算精度还是比较高的。 

 
图 2  节点均匀分布情况下例 1 的计算结果 

Fig.2    Numerical results for example 1 in the case of points   
distributed uniformly 

 
图 3  节点随机分布情况下例 1 的计算结果 

Fig.3    Numerical results for example 1 in the case of points   
distributed randomly   

 
图 4  有限元方法求解例 1 的数值结果 

Fig.4    Numerical results by FEM for example 1 

(2) 微分方程及边界条件如下： 
2 16* 0

( 0, 2) 1; ( 0, 2) 1

u u

u x x u y y

  
     

 

对此问题同样采取两种离散方案，图 5、6 则

是节点均匀分布与随机分布两种离散情况下所计

算得到的u 值。图 7 则是有限元求解得到的结果。 

可以看出，无论是节点均匀分布还是随机分

布，本文给出的方法对节点分布情况并不敏感，且

随着节点数目的增加，计算精度也进一步增加。 

  
图 5  节点均匀分布情况下例 2 的计算结果 

Fig.5    Numerical results for points for example 2 in the case ofpoints 
distributed uniformly 

  
图 6  节点随机分布情况下例 2 的计算结果 

Fig.6    Numerical results for example 2 in the case of points   
distributed randomly 

  
图 7  有限元方法解例 2 的数值结果 

Fig.7    Numerical results by FEM for example 2 
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6  结 论 

本文将基于重构核的无网格方法应用于求解

封闭声腔内的声压响应，很好地解决了离散点随机

分布问题以及边界问题。从计算结果来看具有以下

优点： 

(1) 本文中的方法是基于重构核思想的配点

法。相比较于 Galerkin 方法，配点法在求得区域内

点的形函数及其导数后实施很直接。而 Galerkin 方

法还需构造微分方程的弱形式并计算高斯积分。 

(2) 基于 Galerkin 方法的重构核粒子法，通过

构造微分方程的弱形式可降低对高阶导数的要求，

其形函数的最高阶导数计算取决于微分方程的弱

形式中的最高阶导数。而在配点法中，要求计算的

最高阶导数与微分方程中的最高阶导数是一致的。 

(3) 边界条件问题一直以来都是无网格方法的

难题，而本文采取的最小二乘配点格式的无网格方

法对于边界的处理是方便直接的。 

通过数值算例发现，无论是节点均匀分布还是

随机分布的情况，计算精度都比较高，表明结果的

稳定性，且随着节点数目的增加，精度也将越来越

高，且具有很好的收敛性。 
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