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基于双谱的正弦信号重构 
路伟涛，杨文革，洪家财，王立彬 

(装备学院，北京 101416) 

摘要：双谱由于和傅里叶变换存在一定变换关系，也存在栅栏效应，这给基于双谱的频率估计带来误差。为克服该

效应，提出了双谱幅值模平方重心法，该方法以双谱幅值谱线的局域重心作为频率的估计值。仿真结果表明该方法

的估计性能良好，且复杂度相对简单、运算量较小、实时性较强。同时为充分利用采样数据，采用不同方式构造出

两组数据，再对这两组数据分别做双谱分析并估计正弦信号的频率和初相，最后进行平均处理，从而降低了估计方

差，改善了估计均值，提高了估计性能。 
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Sinusoidal signal reconstruction based on bispectrum 
LU Wei-tao, YANG Wen-ge, HONG Jia-cai, WANG Li-bin 

(Academic of  Equipment, Beijing 101416, China) 

Abstract: Related to Fourier transform, the bispectrum also has fence effect, which brings error to the bispectrum based 
frequency estimation. To overcome this influence, the bispectrum squared amplitude center method is proposed, which 
uses the local center of  bispectrum lines to estimate frequency. Simulations show that this algorithm has good perfor-
mance and less computation complexity. To make full use of  the sampled data, two data sets are constructed to pursue 
bispectrum analysis. Thereafter, the frequency and initial phase of  these two data sets are estimated respectively. Finally, 
average processing is performed to reduce the variance of  estimation, so that improves the estimation performance. 
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0  引 言  

正弦信号频率相位的估计是通信、雷达、声纳

以及电子对抗等领域的一个重要问题，同时在连线

干涉测量(CEI)等高精度干涉测量体制获取相位时

延的过程中也有着重要应用。国内外学者在时域处

理和频域处理中都提出了很多方法
[1,2]

。考虑到高阶

谱在环境信噪比较低时，对抑制高斯或类高斯噪声

具有很好的性能，并且高阶谱还保留了信号的相位

信息，能够重构信号，所以引起了该领域内研究人

员越来越多的重视
[1]
。在高阶谱中，双谱由于计算

量相对较小，同时也能克服高斯噪声的影响，成为

最常用的信号分析方法。 
基于双谱的信号重构算法在上世纪 80 年代就

已开始研究，出现了很多经典算法，其中有多种幅

值和相位的重构算法，以及相应的改进算法
[3,4]

。这
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些算法普适性较强，但在实际处理中也存在一些难

以克服的问题
[5]
。考虑到正弦信号频谱及双谱的特

点(理想情况下频谱只在信号频率处有冲击而双谱

基本为零)，文献[5]提出先利用双谱精确估计出谐

波信号的基波频率，然后在原采样数据中加入零相

位、单位幅值的半基频信号，再对新数据进行双谱

估计，估计出信号的频率和相位，进而实现信号的

重构。但该算法估计基频需要多次求取信号的双谱，

过程复杂，且计算量大，不利于实时处理；而文献

[6]采用截短和抽取的方式产生了原始信号的半频

信号，算法简单且比较有效，但是只做了初相的估

计，同时只利用了部分采样数据。本文在文献[5,6]
的基础上做了一些改进。仿真结果表明，改进算法

的初相估计均值更趋于真值，估计均方根误差在低

信噪比时降低了 20%左右；频率估计精度基本不变

的前提下，简化了算法复杂度和降低了计算量。 

1  基于双谱的信号重构原理 

1.1  信号双谱的性质 

设 ( )x n ， 0,1, 2, , 1n N= ⋅⋅⋅ − ，为一零均值的实信
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号。其三阶累积量定义为： 
3 1 2 1 2c ( , ) E[ ( ) ( ) ( )]x k k x n x n k x n k= + +  (1) 

则 ( )x n 的双谱由式(2)给出： 
1 1 2 2

1 2

1 1
[ j(2 2 )]

1 2 3 1 2
0 0

( , ) c ( , )e
N N

f k f k
x x

k k
B f f k k

− −
− π + π

= =
=∑∑  (2) 

双谱一般为复数，即 
B 1 2j ( , )

1 2 1 2( , ) ( , ) e f f
x xB f f B f f ψ=  (3) 

信号双谱与其傅里叶变换(频谱)满足如下关系： 

1 2 1 2

*
1 2 1 2 1 2

j[ ( ) ( ) ( )]*
1 2 1 2

( , ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) e

x
f f f f

B f f X f X f X f f
X f X f X f f ϕ ϕ ϕ+ − +

= + =

+
 (4) 

从而有 
*

1 2 1 2 1 2

B 1 2 1 2 1 2

( , ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( )

xB f f X f X f X f f
f f f f f fψ ϕ ϕ ϕ

= +

= + − +
 (5) 

双谱具有对称性，满足以下关系： 
*

1 2 1 2( , ) ( , )x xB f f B f f= − −   (6) 
由对称性可知，一个区域内的双谱可以描述与

之对称的区域内的双谱。式(6)说明了一、三象限内

双谱的对称关系，所以信号的参数估计可以在第一

象限内进行。 

1.2  正弦信号双谱的特点 

设 ( )x n 为一正弦信号，如式(7)所示： 
0 0( ) sin(2 / ), 0,1, 2, , 1sx n f n f n Nφ= π + = ⋅⋅⋅ −  (7) 

其中 0f 为信号频率， 0φ 为初始相位， sf 为采样率，

为采样点数。 N
那么 ( )x n 的傅里叶变换为 ，可表示为 ( )X f

0
j21

jj ( )

0
( ) ( )e ( ) e ( ) e

fnN
fN

n
X f x n X f X f φϕ

− π−

=
= = =∑  (8) 

易知理想情况下 | ( 只在)|X f 0f± 处有非零值，

峰值处的相位与初相( )X f 0φ 有关。由公式(4)、(5)
双谱与频谱的关系，可知对于正弦信号的双谱：当

1f 、 2f 均不为 0f± 时，X f( ) 0= ，从而有 1 2( , ) 0xB f f = ；

当 1f 、 2f 等于 0f± 时， 1 2 0f f+ ≠ f± ，也有 1 2( , ) 0xB f f = 。

所以在理想情况下单一正弦信号的双谱为零，无法

由其双谱进行参数估计。 
这里在文献[6]的基础上利用原采样数据 ( )x n

重构出两组数据，分别为 1( )x n 和 2( )x n ，如式(9)所
示，其中 1( )x n 为 ( )x n 前半段数据与 ( )x n 奇序列的叠

加， 2( )x n 为 ( )x n 前半段数据与 ( )x n 偶序列的叠加。 
1

2

( ) ( ) (2 )
( ) ( ) (2 1), 0,1, 2, , /2 1

x n x n x n
x n x n x n n N

= +
= + + = ⋅⋅⋅ −

 (9) 

其中： 
0 0

0 0

0 0
0 0

/2( ) sin(2 ) sin(2 )/2

(2 ) sin(2 2 ) sin(2 )/2

s s

s s

f fx n n nf f
f fx n n nf f

φ φ

φ φ

= π + = π +

= π + = π +
 

0 0
0 0(2 1) sin(2 (2 1) ) sin(2 2 )/2

0,1, 2, , /2 1

0

s s s

f f fx n n nf f f
n N

φ φ+ = π + + = π + + π

= ⋅⋅⋅ −
  

由式(5)、(9)可以发现，重构的两组数据 1( )x n 和

2( )x n 的双谱在( 0 /2f ， 0 /2f )处有峰值，而在其他坐

标处理论上均为零。那么可以此进行正弦信号的参

数估计，最后进行平均处理，完成信号频率、初相

的估计。 

2  正弦信号参数估计 

2.1  初相的估计  

设 1 1 2( , )B f f 、 2 1 2( , )B f f 分别为 1( )x n 和 2( )x n 的双

谱， 1 1 2( , )f fψ 、 2 1 2( , )f fψ 为其相位谱。考虑到双谱

与信号傅里叶变换的关系，理论上 1 1( , 2)B f f 、

2 1( , 2)B f f 在第一象限内 处有最大值，而

在该象限内的其他点为零。假如已知频率
0 02, /f f( / 2)

0f ，即可

得到初相估计： 
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0( /2, /2) 2 ( /2) ( ) 2f f f fψ ϕ ϕ φ φ φ= − = − =  (10) 

01 1 0 0
ˆ ( /2, /2)f fφ ψ=   (11) 

设 、2nX 2 1nX + 分别为 ( )x n 奇、偶序列的傅里叶

变换，则： 
2 1 2 0exp(j2 / )n nX X f f+ = π s  (12) 

那么由 2 1 2( , )f fψ 也可以得到信号初相的估计。 
2 0 0 2 0 2 0 2 0

0 0 0 0 0

( /2, /2) ( /2) ( /2) ( )
2 ( 2 / ) 2 /s s

f f f f f
f f f f

ψ ϕ ϕ ϕ
φ φ φ

= + −
− + π = − π

=
 (13) 

02 2 0 0 0
ˆ ( /2, /2) 2 / sf f fφ ψ= + fπ  (14) 

由此得到初相 0φ 的估计 0̂φ ： 

01 02
0

ˆ ˆˆ
2

φ φφ +
=   (15) 

2.2  频率的估计 

考虑到 1 1 2( , )B f f 在 处存在最大值，

则在双谱幅值域内搜索，峰值的位置应该在

处，假设对应的坐标为 。由此可

以得到频率的估计

0 0( /2, /2)f f

0 0( /2, /2)f f 0 0( , )m m

01f̂ ： 

01 02 , /( /sf m f f f N= Δ Δ =ˆ 2)  (16) 

考虑到傅里叶变换存在栅栏效应，当信号频率

0f 不是频率分辨率 fΔ 的整数倍时，频率估计就会

存在 0.5 f± Δ 的误差。借鉴频率估计中的 Rife 算法
[7]

和能量重心校正算法
[8]
，本文采用重心法对双谱幅

值谱峰位置进行精确估计，从而得频率的精确估计。 
取以峰值坐标 为中心的局域，假设该

局域包含点
0 0( , )m m

, [m n m0 0( , ), , ]m n K m K∈ − + ，K 为某一正

整数，则在双谱幅值模平方域该局域的重心为： 
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0 0

1 0 2 0

0 0

1 0 2 0

2
1 2 1 2

2
1 2

( , ) *( , )
( , )

( , )

m K m K

k m K k m K
h h m K m K

k m K k m K

B f f k k
m n

B f f

+ +

= − = −
+ +

= − = −

=
∑ ∑

∑ ∑
 (17) 

式(17)可以如下理解。理想情况下，双谱幅值

模平方的重心应在真实频率处，考虑到双谱的对称

性，可得如下关系式： 

1 2

+ +
2

1 2 1 2
=- =-

( , ) ( , )=0h h
k k

B f f k m k n
∞ ∞

∞ ∞
− −∑ ∑  (18) 

式(18)展开整理后，并选择双谱功率集中区域，

即可得到式(17)。假设信号频率等于频率分辨率的

m 倍(m 为正整数)，那么理想情况下有 
1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) =0,     
( , ) 0,    =  =

B f f f m f f m f
B f f f m f f m f

≠ Δ ≠ Δ⎧
⎨ ≠ Δ⎩

或 

且 Δ

)

 (19) 

那么由式(17)、(18)可知双谱幅值不为零处即为

信号频率的估计。同样在一般情况下，真实频率不

是频率分辨率的整数倍，由式(17)得到的双谱幅值

模平方重心即为真实频率位置的估计。 
由于双谱的对称性， ，从而可以得到频

率的精确估计： 
h hm n=

0̂ 2 , /( /2h sf m f f f N= Δ Δ =  (20) 

至此，得到了正弦信号频率和初相的估计。考

虑到初相的估计需要频率为先验知识，所以在实际

处理过程中应按照先频率估计再初相估计的顺序。 
本文的频率估计算法避免了文献[5]中基频估

计时在双谱峰值附近反复搜索的过程，简化了算法

的复杂度，减少了计算量，有利于算法实时性的实

现；本文的初相估计算法相对于文献[6]更加充分地

利用了采样数据，在一定程度上降低了估计误差，

提高了估计性能。 

3  仿真分析 

3.1  频率的估计仿真 

为了更好地对比算法性能，这里参数设置与文

献[5]一致，采样点数 N=4096，双谱估计分段处理，

每段长 1024，重叠 50%；整周采样时采样率 fs=256 
Hz，频率分辨率 0.0625 Hz，信号频率 f0=6 Hz；非

整周采样时，采样率 fs=200 Hz，频率分辨率约为

0.0488 Hz；信号频率 f0=6.125 Hz。蒙特卡洛仿真 100
次。仿真结果如图 1 所示。 

由图 1(a)可见整周采样时，本文算法的频率估

计均值与文献[5]的算法估计性能基本一致，在信噪

比稍低时(0dB 以下)偏差稍大；当信噪比稍大时两

个算法基本重合；当信噪比为 5 dB 时，频率估计均

方根误差为 0.015 个频率分辨率( /sf N ，即 /2fΔ )；
当信噪比为10 dB时，频率估计均方根误差为0.0073
个频率分辨率，估计精度较高。由图 1(b)看出非整

周采样时，本文算法的估计均值相对文献[5]的算法

估计性能稍差。随着信噪比的提高，在算法性能趋

于稳定时，频率估计均值相对于真实频率存在一个

偏差，约为 Hz。算法估计均方根误差也比

较小，当信噪比为 5 dB 时，频率估计均方根误差为

0.011 个频率分辨率；当信噪比为 10 dB 时，频率估

计均方根误差为 0.0057 个频率分辨率。值得指出的

是，本文的频率估计算法在低信噪比(整周采样

SNR<−15dB，非整周采样SNR<−10dB)时性能较差。 

-30.2 10×

 
图 1  本文算法与文献[5]算法频率估计性能对比 

Fig.1  Comparison of  frequency estimation performance between 
proposed method and Ref.4’s method 

综上所述，本文的频率估计算法在整周采样时

估计性能与文献[5]的算法性能基本一致，非整周采

样时估计性能相对较差，但估计均方根误差与整周

采样时一致或更小。考虑到本文算法相对简单，计

算量小，可以应用在实时性较强的背景中。 

3.2  初相的估计仿真 

同样为了对比算法性能，初相估计中参数设置
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与文献[6]一致，即整周采样时采样率 fs=1552 Hz，
f0=97 Hz，初相为 ；非整周采样时 fs=1843 Hz；
N=4096，双谱估计分段处理，每段长 1024，重叠

50%，蒙特卡洛仿真 100 次。文献[6]算法与本文算

法的初相估计性能对比如图 2 所示，可以看出改进

算法相比原算法均值更加平稳，趋近真实相位，估

计均方根误差在各种信噪比下均有所提高，而且在

低信噪比时提高稍微显著，降低了将近 20%。 

0.2π

 
图 2  本文算法与文献[6]算法初相估计性能对比 

Fig.2  Comparison of  initial phase estimation performance between 
proposed method and Ref.5’s method 

4  结 论 

双谱作为最常用的一种高阶谱分析方法，具有

运算量小、抑制高斯噪声能力强的特点，并保留了

信号的相位信息，在信号重构课题中得到重视而被

深入研究。本文针对双谱重构正弦信号过程中存在

的问题，将相关算法做了一些改进。 

为克服双谱的栅栏效应给频率估计带来误差

的问题，提出了双谱幅值模平方重心法，仿真结果

表明：整周采样时与文献[5]中的算法性能基本一

致，非整周采样时算法性能稍差，但估计的均方根

误差较小。由于该算法能简化复杂度和运算量较

小，故可以应用在实时性要求较高的领域。 
为充分利用采样数据，本文采用不同方式构造

出两组数据(原采样数据的前半段分别加奇序列与

偶序列)，再对这两组数据分别做双谱分析并估计正

弦信号的频率和初相，最后进行平均处理。仿真结

果表明该处理降低了估计方差，改善了估计均值，

提高了估计性能。 
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