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水中板声辐射的声功率模态分析 
李 直 1，黎 胜 1，刘彦森 2 

(1. 大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，辽宁大连 116024；2. 水下测控技术重点实验室，辽宁大连 116013) 

摘要：由于水中结构的振动声辐射要考虑流体加载效应，因此水中结构声辐射的模态分析也与空气中的有所不同。

基于辐射声功率的二次型表达式，采用有限元和 Rayleigh 积分耦合方法，对板结构的水下声功率模态进行了计算分

析研究，通过辐射效率、模态振型和辐射声功率等探讨了其特点。结果表明以激励力为变量、考虑了结构阻抗的水

下声功率模态具有各阶模态声辐射独立、低频时前几阶模态(特别是第 1 阶模态)的声辐射占主导地位、模态辐射效率

峰值和模态振型物理意义清楚等特点，在水下结构振动声辐射的分析和控制方面有一定实用价值。 
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Abstract: Because of  fluid loading, the modal analysis of  sound radiation of  underwater structure is different from that 
in air. The modal analysis of  sound radiation from an underwater plate is carried out by using coupled finite element 
/Rayleigh integral method. The expressions of  acoustic power modes are obtained based on the quadratic form of  
acoustic power. The characteristics of  the acoustic power modes are compared in their radiation efficiencies, mode 
shapes and radiated power contributions. The numerical results show that the acoustic power modes expressed by the 
excitation force have the advantages in taking account of  the structural impedance, no modal coupling of  sound radia-
tion between modes, the first few modes (especially the first mode) dominating the total sound radiation, direct physical 
explanations of  the mode shapes and the peak values of  the mode-radiation efficiency. So, the acoustic power-mode 
analysis is more favorable in analysis and control of  sound radiation from underwater structure. 
Key words: underwater acoustic radiation; modal analysis; acoustic power modes; vibration modes 

  

0  引 言  

结构的振动声辐射研究因对舰船噪声控制具

有重要意义，一直以来都是比较受重视的课题，也

取得了很多成果。结构的振动声辐射可以在模态空

间中考察
[1-6]

。在振动模态下，各阶振动模态对声辐

射的贡献是不独立的，相互之间存在耦合，结构的

辐射声功率可以表达为各阶振动模态自身贡献和

各阶振动模态耦合贡献的和。在声辐射模态下，结

构表面的振动被分解成一组声辐射独立的速度分 
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布，结构的辐射声功率可以表示为各阶声辐射模态

速度幅值的平方与相应特征值乘积的和，即各阶声

辐射模态对辐射声功率的贡献是独立的。毛崎波、

姜哲
[7,8]

基于声辐射模态研究了结构噪声的有源控

制以及声功率确定。李双、陈克安
[9]
研究了结构振

动模态和声辐射模态之间的对应关系，并对其有效

性和实用性进行了验证。黎胜等
[10]
采用数值方法对

结构振动声辐射的振动模态分析和声辐射模态进

行了分析和比较。在声辐射模态基础上，Tanaka N
和 Snyder SD 等

[11]
还提出以模态位移为变量来表达

声功率，即将结构的辐射声功率表示为各阶模态位

移幅值的平方与相应特征值乘积的和，称之为声功

率模态，并将其应用于结构声辐射控制。由于振动

模态、声辐射模态以及 Tanaka 等提出的声功率模态

均是通过某一模态变量来表达辐射声功率：振动模

态以振动模态速度来表达声功率，声辐射模态以声
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辐射模态速度来表达声功率，Tanaka 提出的声功率

模态以模态位移来表达声功率。因此研究声辐射的

这三种模态实际上可统称为声功率模态。由于结构

的振动与声辐射实际上是直接由激励力作用于结

构引起的，研究以力为变量的声功率模态对声辐射

控制而言更具指导意义，李直等
[12]
研究了以模态力

来表达辐射声功率的声功率模态。 
上述结构振动声辐射的模态分析研究工作都

是针对空气中结构振动声辐射进行的，对舰船结构

振动与声辐射的研究而言，更有意义和更重要的工

作应该是对结构水下振动与声辐射的研究。如所

知，对水下结构的振动模态分析可以得到水下结构

共振频率，也可以得到相应的水下振动模态振型，

而且该振动模态振型相对结构而言是实际存在的，

故可以直接根据共振频率和振型来考虑振动声辐

射控制。但水下各阶振动模态的声辐射不独立、存

在耦合，又给声辐射控制带来一定困难。声辐射模

态实际上是数学变换后所得到的模态，其优点是声

辐射独立和第一阶模态在低频时占主导地位，这样

在进行声辐射控制时控制机理简单，只需对第一阶

模态进行控制即可，但声辐射模态分析不能得到其

共振频率信息，而且其模态振型相对结构而言并不

是实际存在的，需要经过变换，因此使用声辐射模

态在指导声辐射控制实施和实际应用时相对来说

并不是很直接。本文采用有限元法和 Rayleigh 积分

耦合方法对水下结构振动声辐射进行了以模态力

为变量的声功率模态分析，以水中矩形简支板为例

进行了计算分析研究。 

1  水中结构声辐射的声功率模态分

析理论 

水中结构在简谐激励力作用下，考虑流体加载

效应的有限元形式的运动方程为： 
[ ]{ } { } [ ][ ]{ }1 = −D v f G A p  (1) 

式中：[ ] [ ]( [ ] [ ])2
1 i /iω ω= − + +D M C K ω 为结构阻抗矩

阵，ω 为激励圆频率；[ ]M 、[ ]C 和 [ ]K 分别为结构

的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵；{ }v 为结构节

点的速度向量；{ }f 为外激励力向量；[ ]G 为结构表

面法向速度向量和结构速度向量之间的转换 

矩阵； [ ] 为结构湿表面面积矩阵，[ ] [ ]
T

d
s

S=∫A N N

[ ]N 为形状插值函数矩阵；{ }p 为结构表面声压向

量。 
结构表面声压和结构表面法向速度的关系可

用边界元公式表示为： 

{ } [ ]{ }n=p Z v    (2) 
式中： [ ]Z 为声阻抗矩阵；{ }nv 为结构表面法向速

度向量。对嵌在无限大障板中的平板结构，式(2)
通过对板表面 Rayleigh 积分进行离散得到。 

结构表面法向速度向量和结构速度向量之间

的转换关系为： 
{ } [ ] { }T

n =v G v   (3) 

将式(2)和式(3)代入式(1)可得： 
[ ]{ } { }=D v f   (4) 

其中：[ ] [ ] [ ][ ][ ][ ]( )T
1= +D D G A Z G 。求出结构速度向

量{ }v ，进而求出后 { }n 和v { }p 。 等

结构的辐射声功率W 可由结构表面声压{ }p 和

表面法向速度{ }nv 通过式(5)求得： 

( )1 Re d2 ns
W pv∗= ∫ S   (5) 

式中： nv∗ 表示 的共轭复数，nv ( )Re 表示取实部。

根据结构表面声压向量 { }p 和表面法向速度向量

{ }nv 的关系式，式(5)可以表达为
[13,14] 

{ } [ ][ ]{ } { } [ ]{ }H H1 Re( )2 n n nW = =v A Z v v R vn  (6) 

式中： [ ] [ ] [ ]( /2) Re( )=R A Z 为实对称矩阵。由于

[ ][ ]A Z 为对称矩阵，因此 [ ]R
0 0nv> ∀ ≠

也是对称矩阵。又因

为W ，所以矩阵 [ ]R 为正定矩阵。由于声

阻抗矩阵仅与结构的几何尺寸和外部形状以及结

构的激励频率相关，面积矩阵 [ ]A
[

仅与结构的几何

尺寸和外部形状相关，故矩阵 ]R 与结构的几何尺

寸、外部形状和激励频率相关。 
由式(4)可得到 
{ } [ ] { }1−=v D f   (7) 

将式(7)代入式(3)可得： 

{ } [ ] [ ]{ }T
n =v G E f   (8) 

其中： [ ] [ ] 1−=E D 。 
将式(8)代入辐射声功率的二次型表达式式(6)

可得： 

[ ] [ ]{ }( ) [ ] [ ] [ ]{ }( )
{ } [ ]{ }

HT T

H

W = =G E f R G E f

f T f
 

(9)
 

其中：[ 。此处] [ ] [ ][ ][ ] [ ]H T=T E G R G E [ ]T 为 Hermit
矩阵，因此有： 

[ ] [ ] [ ]r ii= +T T T         (10) 
其中矩阵 [ ]rT 为矩阵 [ ]T 的实部对应有功功率部分。

由于 [ ]R 为对称正定矩阵，故 [ ]rT 也是对称矩阵；又

由于W ，所以0> ∀ 0f ≠ [ ]rT 也是正定矩阵。因此必

存在正交矩阵 [ ]Q 和对角矩阵 [ ]Ψ ，使得： 
[ ] [ ][ ][ ]T

r =T Q QΨ   (11) 
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式中：对角矩阵 [ ]Ψ 的对角元素 1λ ，… Nλ 是 [ ]T 的

N 个特征值，且均为正实数，正交矩阵 [ ]Q 的 N 个

列依次是相应的 N 个线性无关的特征向量(声功率

模态振型)，N 为将结构表面离散后的自由度数。由

于矩阵 [ ]T 与矩阵 [ ]E 、 [ ]R 相关，而矩阵 [ ]E 与结

构的刚度阵和质量阵相关、矩阵 [ ]R 与结构的几何

尺寸、外部形状和激励频率相关，所以水下结构的

声功率模态与结构的几何尺寸、外部形状、激励频

率、边界条件和结构材料均相关。结构在空气和在

水中的区别在于水中需要考虑流体加载，即水中的

[ ]T 阵中包含流体附加阻抗部分。 
式(9)又可以表示为： 

{ } [ ]{ } { } [ ][ ][ ] { }

{ } [ ]{ }

TH H
r

H 2

1

I

i i
i

W

λ
=

= =

=∑

f T f f Q Q f

y y y

Ψ

Ψ

=
 

(12)
 

式中：模态力向量{ }y 是以 为变换矩阵对[ ]TQ { }f
作线性变换而得到，即{ } 。可见，模态

力向量的大小取决于声功率模态振型和激励力

[ ]T=y Q { }f
{ }f

的大小。从式(12)可以看到，各阶声功率模态对辐

射声功率的贡献是独立的，总的声功率等于各阶辐

射声功率的和。 iλ 为矩阵 [ ]rT 的各阶特征值，代表

了各阶声功率模态声辐射能力的大小，各阶声功率

模态的辐射效率可定义为 
02 /i i cSσ λ ρ=   (13) 

2  数值计算 

以水中矩形平板进行计算分析，板长 xL =  
，板宽 ，板厚 ，板

密度 ， ，

0.455 m

sρ =
0.379 myL =

3kg/m 2.E
0.003 mh=

2N/m7850 111 10= × 0.3ν = ，

边界条件为四边简支，坐标系原点取在板中心，水

密度 ，声速 ，空气密度

，声速 。参考声功率取

为 。计算中采用四边形四节点等参元对结

构进行离散，网格为16 ，其中有限元为基于

Mindlin 板弯曲理论的板元。结构离散后的有限元

自由度数为 ，节点数为 。表 1 列出

了板在空气中和在水中的前 10 阶固有频率和振型。 

3g/m c

0 34c =

16×

803

1000 k
3kg/m

N =

ρ =

0 1.21ρ =
1210 W−

1500=
3 m/s

K =

m/s

289

图 1 为 30.5 Hz 时的前二阶水中声功率模态振

型图，图 2 为 376.8 Hz 时的前四阶水中声功率模态

振型图。可见，声功率模态与激励频率密切相关，

在 30.5 Hz 时仅激发了第 1 阶声功率模态，从图 3~ 
5 可以看到该第 1 阶模态对声辐射的贡献占完全主

导地位，第二阶及以后的模态振型均象图 1(b)那样

不规则(对声辐射的贡献可忽略)。随着激励频率的  

表 1  板的固有频率和振型 
Table 1  Natural frequencies and mode shapes of the plate 

模态 
1 2 3 4 5 

(1,1) (2,1) (1,2) (2,2) (3,1)
空气中频率/Hz 86.7 193.4 241.0 344.6 373.6
水中频率/Hz 30.5 94.0 121.7 193.7 210.4   

模态 
6 7 8 9 10 

(1,3) (3,2) (2,3) (4,1) (3,3)
空气中频率/Hz 501.3 519.7 600.0 631.2 766.7
水中频率/Hz 295.6 320.9 376.8 402.0 511.3

 
(a) 1 阶 

 
(b) 2 阶 

图 1  30.5 Hz 时的声功率模态振型图 
Fig.1  The mode shapes of  acoustic power modes at 30.5 Hz 

升高，被激起的声功率模态增多。 
图 3 给出了矩形钢板在垂向点力激励(力幅值

)作用下，作用位置为  
时，激励频率从 10 Hz 到 550 Hz 之间，

分别取第 1 阶声功率模态和前 3 阶声功率模态进行

计算得到的水中辐射声功率曲线 W1 和 W3，以及

取全部声功率模态进行计算得到的声功率曲线 W。

可以看到，取第 1 阶声功率模态进行计算得到的辐

射声功率在图中的整个频段内除在 170 Hz、275 Hz
附近和 500 Hz 以后不准确外，其它都是比较精确

的。取前 3 阶声功率模态进行计算时，在每一阶固

有频率处都是比较精确的。另外，由于各阶声功率

模态对声功率的贡献是独立的，因此对结构声辐射

进行声辐射模态控制的控制机制是明显的。由图中 

0 1 NF =
0.09475

1 1( , ) (0.11375 m,x y =
m)
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(a) 1 阶 

 
(b) 2 阶 

 
(c) 3 阶 

 
(d) 4 阶 

图 2  376.8 Hz 时的声功率模态振型图 
Fig.2  The mode shapes of  acoustic power modes at 376.8 Hz 

可知，第 1 阶模态的辐射声功率占有较大的比重，

特别是在低频的时候，第 1 阶模态的辐射声功率要 

 
图 3  声功率模态下的辐射声功率 

Fig.3  The radiated power obtained by acoustic power modes 

远远大于其它模态的辐射声功率，因此在控制的时

候，只要对第 1 阶模态进行控制，就能达到很好的

控制效果。 
图 4 和图 5 分别为空气中和水下声功率模态的

辐射效率图。由图中可以看出，与振动模态和声辐

射模态的辐射效率不同的是：声功率模态的辐射效

率在结构固有频率处有峰值，这是由于矩阵 [ ]rT 和

结构阻抗 [ ]D 相关。从图 4 和图 5 中还可以看到，

在低频时，第 1 阶声功率模态的辐射效率远大于其

它阶模态，随着激励频率的升高，各阶声功率模态

辐射效率之间的差异呈缩小趋势，在 ( ) 时， 10xkL =

 
图 4  空气中前 8 阶声功率模态的辐射效率 

Fig.4  The radiation efficiencies of  the first eight acoustic power modes 
for plate in air 

 
图 5  水中前 10 阶声功率模态的辐射效率 

Fig.5  The radiation efficiencies of  the first ten acoustic power modes 
for plate in water 
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各阶辐射效率趋于一致。 
从上面的计算分析可见，声功率模态与振动模

态和声辐射模态相比较而言，其具有声辐射模态各

阶模态声辐射独立和前几阶模态占主导地位(特别

是第 1 阶模态)的优点，又具有振动模态的振型实际

存在、给出了共振频率信息的优点，同时声功率模

态以激励力为变量，在指导声辐射控制实施和实际

应用时比较直接、方便，如可直接根据声功率模态

振型来考虑激励力(或控制力)位置或是根据声功率

模态声辐射效率峰值避开共振以降低声辐射。 

3  结 论 

本文基于辐射声功率的二次型表达式，利用有

限元和 Rayleigh 积分耦合方法，对板结构的水下声

功率模态进行了计算分析研究。研究表明以激励力

为变量、考虑了结构阻抗的水下声功率模态具有各

阶模态声辐射独立、低频时前几阶模态(特别是第 1
阶模态)的声辐射占主导地位、模态辐射效率峰值

和模态振型物理意义清楚等特点，在水下结构振动

声辐射的分析和控制方面有一定实用价值。 
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