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应用 Poisson 板理论求解 S0 兰姆波 
在通孔缺陷的散射 
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摘要：为降低 3D 精确理论散射场求解的复杂性和计算成本，应用 Poisson 板理论描述面内波模式，给出了 S0 波在

各向同性板中受通孔散射的近似模型。该理论利用波函数展开技术以及孔边缘的边界条件，得到了 S0 和 SH0 模式的

散射远场。将 Poisson 板理论与 3D 精确理论进行比较，两者在低频情况下具有较好的一致性。考察了两个基本导波

模式在不同尺寸孔的散射特性，发现它们的散射波幅值在某些散射方向随孔径呈线性变换，该结果为兰姆波无损评

价提供了依据。 
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Abstract: To reduce the complexity and computational cost of  solving scattering fields with the exact 3D model, an 
approximate model of  S0 Lamb wave scattering from a through hole in isotropic plates is presented by using Poisson 
plate theory for describing in-plane wave modes. The model makes use of  the wave function expansion technique and the 
boundary conditions at the edge of  hole to obtain the far scattering fields of  S0 and SH0 modes. Compared to the exact 
3D model, the obtained results of  Poisson model show a good agreement with those of  the 3D model at low frequency. 
The scattering characteristics of  two fundamental guided wave modes for the holes of  different sizes are also explored. It 
is found that the scattering wave amplitudes at some scattering angles change linearly with the hole diameter, which 
provides a quantitative basis for Lamb wave non-destructive evaluation.   
Key words: Lamb waves; Poisson plate theory; scattering; non-destructive evaluation  

 

0  引 言  

因为兰姆波在(NonDestructive Testing, NDT)应
用的潜力，近年来波导中的散射问题受到相当大的

关注。由于其复杂性，所进行的研究主要是应用数

值方法如有限元法(Finite Element Method, FEM)[1]

或边界元法(Boundary Element Method, BEM)[2]
。虽

然二维(2D)研究能够部分洞察兰姆波与缺陷之间的
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相互作用，为了全面地理解散射过程，3D 建模是

必须的。尽管计算能力和效率不断提高，数值方法

仍然需要相当高的计算代价。即使高性能计算机，

对一个特定的入射波场，计算时间也是几个小时的

数量级。而解析或半解析解对这样的问题是适用

的，能够快速仿真众多不同散射体的散射。对于 2D
问题，解析解方法已用于研究兰姆波遇圆形腔体

[3]

或裂纹
[4]
的散射。对于 3D 问题，寻求解析解相当复

杂。虽然瑞利-兰姆波解是精确的，然而，它在表征

兰姆波与结构缺陷的作用时相当困难，因为在无限

多的模式中，需要考虑模式耦合的影响
[5-8]

。即使激

发频率低于第一阶模式的截止频率(也即仅有一个

传播模式)，近场波高阶模式
[9]
在缺陷与周围结构的

界面上也参与模式转换过程
[10]
。Grahn[6]

采用双级数
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波函数展开法，给出了部分穿透孔的数值解，发现

为了实现收敛，需要大量的兰姆波模式。例如，在

第二个弯曲模式的 1/3 倍截止频率这样低的频率，

计算中需要 9 个兰姆波模式
[11]
。对于更高的频率，

在展开式中将会有更多项，这样将导致很慢的收敛

率。因此，要求寻找计算上更有效的求解方法。 
作为对兰姆波精确解的替代，各种近似板理

论，如 Kane-Mindlin 膨胀形变(extensional defor-
mation)理论

[12]
以及 Mindlin 板弯曲理论

[13]
，无论是

对称和反对称模式，都已可以很精确地描述兰姆波

的频散特性，达到了第二个弯曲模式的截止频率
[14]
。

在低频限制下，对于膨胀波(S0 波)，Mindlin 板理

论退化到 Poisson 板理论，对于弯曲波(A0 波)，
Mindlin 板理论退化到 Kirchhoff 板理论。Mckeon
和 Hinders[15]

采用 Mindlin 板理论，考察了 S0 波与

各种尺寸孔的散射特征。对点源激发的 S0 波，证

实了当孔的尺寸大于波束尺寸时，散射的影响很重

要，解释了铝板中大缺陷孔平行投影层析成像中存

在星状条纹图案赝像的原因，文中的理论和散射求

解方法对发展兰姆波衍射层析成像具有重要作用。 
本文基于 Poisson 板理论，研究了入射的 S0 平

面波与圆形通孔缺陷之间的相互作用。由于所考虑

的问题是 3D 问题，散射场中也包含 SH 波。又因

为入射场关于板中面是对称的，散射体也是对称

的，在低频时，散射场中仅包含对称的 S0 和 SH0
模式，文中对这两种模态的散射特性进行了研究，

并与 Diligent 的 3D 精确理论
[5]
进行比较。给出了这

两个模式位移散射场的远场方向图，研究了激发频

率和缺陷尺寸对散射结果的影响，希望能为兰姆波

无损检测提供一些理论指导。 

1  问题描述 

考虑入射的 S0 平面波遇到圆形通孔缺陷的散

射。几何模型如图 1 所示，板的厚度为 2h，通孔的

半径为 a，坐标系统原点位于通孔的中心。考虑时

谐状态，省略时间因子 exp( i )tω− ，其中ω 表示角频

率，t 表示时间。 

2  Poisson 板理论 

2.1  基本方程 

Poisson 板理论是描述膨胀运动的低阶近似板

理论。其位移场是由两个标量势场φ 、ψ 控制，在

固定频率下，两者满足亥姆霍兹(Helmholtz)方程： 

 

 
图 1  含通孔板几何模型 

Fig.1  The geometry of  plate with a through hole 
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ρ 为密度， 和E υ 为杨氏模量和泊松比。 

图 2给出了 Poisson板理论与 3D精确理论频散

曲线的比较。Poisson 板理论的 在低频时与 S0 模

式重合，Poisson 板理论的 在整个频率范围内与

SH0 模式重合。在低于 S1 模式的截止频率(频厚积

约为 2.8 MHz·mm)，S0 和 SH0 是 3D 精确理论中

的传播模式，它们对波场的贡献最大，其它非传播

模式(凋零波，波数为复数)相对于这两个模式对波

场的贡献较小。因此，在与这两个模式重合的频率

范围内，Poisson 板理论可以作为 3D 精确理论的一

种近似替代。 

lc

tc

 
图 2  Poisson 板理论与 3D 精确理论频散曲线的比较 

Fig.2  Dispersion curves of  the Poisson theory (dash lines) compared 
to the exact 3D theory (solid lines) 

柱状坐标下的应力和应变可表示为
[6]
： 

( )21rr rr
E v θθσ ε ε
υ

= +
−

， (22(1 )r
E )rθ θσ ευ=
+  (2) 

r
rr

u
rε ∂

=
∂

, 1r uu
r r

θ
θθε θ

∂
= +

∂
, 12 r

r
u u u
r r r
θ θ

θε θ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

 (3) 

式(3)中的位移用势函数表示为 
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2.2  波场展开 

S0 平面波入射时，入射场用势函数表示为： 
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在散射场区域，方程(1)的解为 
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ma 与 为散射场的展开系数，可利用在缺陷

处的边界条件求出。 
mb

将式(8)代入式(5)，可得 
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2.3  边界条件 

同 3D 精确理论类似，在孔边缘 r 处的边界

条件为： 
a=

inc scat 0rr rrσ σ+ =   (10a) 
inc scat 0r rθ θσ σ+ =   (10b) 

方程(8)中的展开系数可通过式(10)确定。对每

一个 m 值，含有两个未知数的系统方程用矩阵形式

表示为 
11 12 1

21 22 2

m

m

a
b

α α β
α α β

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦

式(11)中的 ( ), , 1, 2i j i jα = 、 ( )1, 2i iβ = 见后面附录。 

3  数值计算 

数值示例中所用的材料为刚板，其材料参数

为：杨氏模量 210E = GPa，泊松比 =0.3υ ，或 Lamé

常数 λ =121.2 GPa， μ =80.8 GPa，密度 ρ =8100 
kg/m3

。 
数值分析中的无量纲参数为：入射场的波数 k

与孔半径的乘积 ka(k 为入射的 S0 模式的波数，这

里 k= )，归一化频率 ，孔半径 。 lk = / th cΩ ω /a h
文献[5]给出了 Poisson 板理论和 Diligent 的 3D

精确理论在不同频率、不同孔径时两种基本对称模

式的位移远场散射方向图，并对其结果进行了比

较。散射波的位移远场幅值定义为 
( ) ( , ) /i iU u r r h rθ θ∞ = →∞， ， ,i r θ=  (12) 

其中 rU ∞ 和Uθ
∞ 分别相应于 S0 和 SH0 模式。表达式

中的 /r h 项是为了校正波场随距离散射体传播距

离增加而引起的几何衰减。 

3.1  频率变化对散射场的影响 

图 3 和图 4 给出了 S0 和 SH0 的位移散射远场 

 
Poisson 板理论(---)；3D 精确理论(—) 

图 3  不同频率时 S0 模式的位移散射远场方向图 ⎤
⎥⎦

  (11) Fig.3  Far field patterns of  displacement scattering for S0 mode at 
different frequencies 
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Poisson 板理论(---)；3D 精确理论(—) 

图 4  不同频率时 SH0 模式的位移散射远场方向图 
Fig.4  Far field patterns of  displacement scattering for SH0 mode at 

different frequencies 

方向图，其中，ka=1( /6a λ≈ ，λ 为入射波的波长)。
可以看到，随频率(更确切地说，频厚积)增加，

Poisson 板理论偏离 3D 精确理论的变化情况。低频

时， 0.4，两个理论模型具有完好的一致性。随

着频率增加，两者间逐渐分离，当 时，Poisson
板理论与 3D 精确理论的偏差较小。但随着频率继

续增大，Poisson 板理论在形状上与 3D 精确理论的

差异逐渐增大。对不同的孔径，如 ka=2(

Ω ≤
=Ω 1.2

/3a λ≈ )，
随着频率变化，这两个理论具有类似的变化趋势，

只不过它们出现偏离时的频率可能不同，这里不再

给出。 

3.2  缺陷尺寸对散射场的影响 

既然 Poisson 板理论在低频情况下可以作为 3D
精确理论的替代，我们可以在低频时采用 Poisson
板理论研究散射体(缺陷)变化对散射场的影响，以

便对缺陷进行评价，这将大大简化计算。图 5 和图

6 给出了 ，不同 ka 值时的 S0 和 SH0 模式的

位移散射远场方向图。可以看到，散射的 S0 波主

要集中在前向(0°)和后向(180°)(图 5)，而散射的 SH0
波主要集中在横向方向(90°~150°,210°~270°)(图
6)。随着 ka 增大，S0 波越来越集中在前向，且具 

0.4Ω =

 
图 5  0.4Ω = ，不同 ka 值时 S0 模式的位移散射远场方向图 

Fig.5  Far field patterns of  displacement scattering for S0 mode at 
0.4Ω =  for different ka values 

 
图 6  0.4Ω = ，不同 ka 值时 SH0 模式的位移散射远场方向图  

Fig.6  Far field patterns of  displacement scattering for S0 mode at 
0.4Ω = for different ka values 
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有更强的波束指向性和更大的幅值(图 5)。同样，

随 ka 增大，SH0 波在横向方向也具有更大的幅值

(图 6)。更清晰的比较显示在图 7 中，可以看到，0° 

 

 

     
图 7 ，不同 ka 值时 S0 和 SH0 模式的散射图 0.4Ω =

Fig.7  Scattering patterns of  S0 and SH0 modes for different ka 
values at  0.4Ω =

散射角时的 S0 散射波幅值可以反映 ka 的变化，而

110°(或 250°，由于对称性，图中未给出)附近散射

角时 SH0 散射波的幅值也可以反映 ka 的变化，且

这种变化近似线性，如图 7(b)、7(d)所示，以此可

以对缺陷的大小进行评判。 

4  结 语 

尽管 3D 精确理论在高频情况下求解散射场比

较精确，但是其计算过程繁琐，并且随着频率的增

高，模态数变多，计算复杂性变大。在低频情况下，

采用 3D 精确理论并没有显示出优越性。基于此，

本文用简单的 Poisson 板理论计算 S0 兰姆波对通孔

的散射，并与 3D 精确理论进行了对比，给出了

Poisson 板理论的适用范围。在此基础上，对 S0 和

SH0 的远场散射特性进行了研究，得出的结论是： 

(1) Poisson 板理论是最低阶的描述膨胀波运动

的近似板理论，仅在低频下(如对钢板，Ω ≤ 0.4，
相当于频厚积≤ 0.4MHz·mm)才可以给出较精确的

结果。 

(2) 在低频限制下，Poisson 板理论相比 3D 精

确理论是一种较好的选择，可以极大地简化计算。

这是因为 3D 精确理论波场展开式中包含较多的传

播模式和非传播模式，而 Poisson 板理论仅含有两

个模式。实际上，为了避免兰姆波的频散和多模式

混叠，兰姆波检测多在低频情况下进行。 
(3) S0 和 SH0 具有不同的散射场分布。S0 散

射波能量主要集中在前向和后向，其前向散射波幅

度随孔径增大线性增加。SH0 散射波能量主要集中

在横向方向，在某些散射角度方向散射波幅值也随

孔径呈近似线性变化。这两种模式都可以为缺陷无

损评价提供理论指导。 
(4) 本文所用的理论和方法为用解析法求解兰

姆波在固体中的散射提供了基础。从入射场来说，

可以推广到任何可能的波型，如更高阶的对称模

式、弯曲波模式(反对称模式)，也可以从平面波入

射推广到点源、有限宽度的源入射。从缺陷类型来

说，可以从通孔推广到盲孔，也可以从圆孔推广到

椭圆孔，甚至不规则孔。从材料来说，也可从各向

同性材料推广到各向异性复合材料。 
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附 录 
2 2

11 ( ) ( )+ ( ) ( ) ( )l m l l m l m lk a H k a k a H k a m H k aα ν ν′′ ′= −  

12 i (1 ) ( ) ( ) ( )t m t m tm k a H k a H k aα ν ⎡ ⎤′= − −⎣ ⎦  

21 i ( ) ( ) ( )l m l m lm k a H k a H k aα ⎡ ⎤′= −⎣ ⎦  

2 2
22

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 t m t t m t m tk a H k a k a H k a m H k aα ⎡ ⎤′′ ′=− − +⎣ ⎦  

2 2
1 i ( ) ( )+ ( ) ( ) ( )m

l m l l m l m lk a J k a k a J k a m J k aβ ν ν⎡ ⎤′′ ′=− −⎣ ⎦              

1
2 i ( ) ( ) (m

l m l m lm k a J k a J k aβ + )⎡ ⎤′=− −⎣ ⎦  

 


