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对两相材料薄板声功率及其灵敏度研究 
薛晓理，吴锦武，赵龙胜 
(南昌航空大学飞行器工程学院，江西南昌 330063) 

摘要：采用有限元与声辐射模态相结合方法研究两相材料薄板声辐射声功率，并分析结构声功率关于设计参数的灵

敏度。应用有限元方法来处理结构的振动环节，将位移向量用振型的线性组合表示，用振型叠加法求解模态坐标得

到位移向量从而求出结构的速度分布；在声辐射环节，采用声辐射模态展开从而求得声功率。将薄板声功率对设计

参数求偏导，得到声功率灵敏度。以四边简支两相材料薄板为例，着重对声功率关于板密度和厚度的灵敏度进行了

研究。 
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Analysis of  sound power and sensitivity of  bi-material thin plate 

XUE Xiao-li, WU Jin-wu, ZHAO Long-sheng 
(School of  Aircraft Engineering, Nanchang Aviation University, Nanchang 330063, Jiangxi, China) 

Abstract: In this paper, the sound power and sound radiation sensitivity of  bi-material thin plate is studied by using FEM 
and sound radiation mode method. On the aspect of  the structure vibration solved by FEM, the displacement vector is 
regarded as a linear combination of the modals, and using modal superposition method solves the modal coordinates to 
get the displacement vector and the velocity distribution of the structure; on the aspect of sound radiation, the sound 
power is obtained by the expansion of the acoustic radiation modes. The sound radiation sensitivity is defined by the 
partial derivatives of sound radiation power with respect to design variables. Taken a simple supported bi-material thin 
plate as a simulation example, the sound power sensitivities to the distribution density and thickness of the plate are 
investigated. 
Key words: acoustic radiation mode; sound power; sensitivity; bi-material thin plate 
 

0  引 言  

环境中存在各种各样的振动现象，振动辐射噪

声污染环境，因而受到广泛关注。机器结构声辐射

噪声的大小成为评价其动态性能的重要指标。基于

声辐射模态研究结构声功率及其灵敏度，对降低噪

声有重要的指导意义。声功率灵敏度是指声功率关

于设计参数的变化率，能够量化各设计参数对声功

率的影响程度，以声功率灵敏度为指标，通过定量

修改设计参数，降低结构辐射噪声，是结构优化设

计的重要途径。 
90 年代初，Borgiotti、Cunefare、Elliott[1-3]

等学

者提出声辐射模态的概念，其实质是将结构表面的
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振动分解成一组声辐射独立的速度分布，这样声功

率可表示成每阶声辐射模态速度幅值的平方与相

应特征值乘积的和。近年来，边界元法和有限元法

联合求解声辐射问题得到广泛应用
[4-6]

。Salagame[7]

等学者通过瑞利积分推出了声功率灵敏度表达式，

姜哲等
[8]
学者分析了加筋板的声功率灵敏度。 

本文进一步拓展求解声功率及其灵敏度的研

究范围，基于声辐射模态再结合有限元求解两相材

料薄板的声功率及其关于设计参数的灵敏度。建立

有限元模型，处理振动环节，用振型叠加法求解模

态坐标从而求出结构的速度分布，用声辐射模态方

法处理声辐射环节。 

1  有限元模型 

利用有限元法建立阻尼振动系统在外力激励

下的振动微分方程： 
i

0e
ω+ + = tM C K Fδ δ δ  (1) 

其中 分别为结构质量矩阵、阻尼矩阵、、 、M C K
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刚度矩阵， 0F 为激励力幅值向量，ω 为激励频率，

δ 为振动法向位移向量。结构的阻尼一般难以准确

确定，工程中常采用 Raileigh 阻尼，将阻尼矩阵表

示成质量矩阵和刚度矩阵的线性组合
[9]
： 

α β= +MC K   (2) 
其中α β、

i

为常数，与结构的固有频率和阻尼比有

关。设ω 、 jω 分别为第 i 个和第 j 个固有频率，

i jξ ξ、 分别为第 i 个和第 j 个振型的阻尼比(即实际

阻尼和改振型的临界阻尼的比值)，则α β、 表示为： 
2( )

( )(
j

)
i j j

i j
j i j i

ξ ω ξ ω
α ωωω ω ω= ω

−
+ − ，

2( )
( )

i j

( )
j j

j i j i

ξ ω ξ ω
β ω ω ω

−
+ ω=

−  (3) 

当 i jξ ξ= =ξ 时，有 
2 i j

i j

ωω
α ξω ω+

= ，
2

i j
β ξω ω=

+  (4) 

设在简谐力激励下结构法向位移响应复数形

式为 
i

0e ω=δ δ t

( i

2

  (5) 
将式(5)代入式(1)，约去时间项得到： 

) 0
2 + + =−ω ωM C K Fδ 0

) 0

 (6) 

可得到： 

( 1
0 iω ω

−
= − + +M C K Fδ  (7) 

若用式(7)直接求解，则需要矩阵求逆运算，大

规模的矩阵逆运算耗时且由于取舍误差导致运算

结果误差较大。利用振型叠加法求解模态坐标，从

而求得结构的速度分布。 
在求出无阻尼振动的固有频率和振型的基础

上，将位移向量 0δ 看成是振型 [ ]φ 的线性组合，引

入变换式： 

[ ][ ]0
1

n

i=
∑ i iφη= =δ φ η   (8) 

iη 称为模态坐标，将式(8)代入式(6)，方程左右两端

同时左乘 T[ ]φ ，得到： 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ]T φM

) i 1,

[ ]T T 2
0 0ω ω+ − =φ φ φ φ φ η φK C T

0F

i

)

i

ω ω

 (9) 

将对角化后的刚度矩阵、质量矩阵、阻尼矩阵

代入式(9)可实现对振动微分方程的解耦： 
( )( 2 2 2

0ii i Fα βω ω η+ + − = ，  (10) 2, ,i n= ⋅⋅⋅

解式(10)得到模态坐标： 

(
0

2 ii
i i

Fη 2ω ω ω α βω
=

− + +
i  (11) 

对于线性系统的动力响应分析，振型叠加法是

很有效的。它的优点在于简便。由于高振型对反应

的贡献不显著，通常考虑前几阶振型的反应贡献就

可得到所需的精度。 
振动法向速度是法向位移关于时间的导数，舍

去时间因子项，得到 
0iω=U δ   (12) 

振速对设计参数 x 求偏导为： 
0iω ∂∂ =

∂ ∂
U
x x

δ   (13) 

∂
∂
U
x 称为结构振速对设计参数 x 的灵敏度。对式(6)

两边对设计参数 x 求偏导，得到： 

( ) ( )2 2 0
0i iω ω ω ω ∂∂ ∂ ∂ 0+ − + + −

∂ ∂ ∂ ∂
K C M K C Mx x x x =

δδ  (14)            

由式(13)、(14)得到： 

( ) ( )12 2
0i i iω ω ω ω ω

−∂ ∂ ∂ ∂=− + − + −
∂ ∂ ∂
U K CK C Mx x x ∂

M
x δ  (15) 

其中 0δ 可通过式(8)求得。刚度矩阵 K 和质量矩阵

M 可以直接对设计参数求偏导，或者可以通过差

分计算得到其对设计参数的偏导。然后代入式(15) 

可得到
∂
∂
U
x ，即振速对设计参数的灵敏度。 

2  声辐射模态模型 

任意形状的振动结构表面 S 以圆频率ω 振动，

向无界空间 V 辐射声。在空间 V 中充满均匀介质，

介质的密度为 ρ ，声速为 c。设振动表面 S 上的法

相振速为 U，辐射声压为 ( )ωP 。对于单频振动，

结构的辐射声功率
[10]
可表示为： 

( )( H1 Re d2 S
Sω= ⋅∫W U P )  (16) 

式中：Re 表示取复数实部，上标 H 表示矩阵共轭

转置。 
通过瑞利积分，平板上任一点 X 处声压

( ),X ωP 与结构表面法相振速可离散为 
( ),X ω = ⋅P Z U   (17) 

式中， 为阻抗矩阵。 Z
由式(17)，可将式(16)写成如下形式

[10]
： 

( ) (H H1 Re2 2
cS )ρ= ⋅ = ⋅ ⋅W U P U R U  (18) 

R 为实对称正定矩阵
[10]
，将其进行特征值分解可以

得到一个正交矩阵 Q 和对角矩阵 ： Λ

1

2T T

n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

R Q Q Q QΛ  (19)  

式(19)中，T 表示矩阵转置；n 为结构离散节点数，

Λ 为由特征值 iλ 构成的对角矩阵。将式(19)代入式

(18)可以得到 



 

第 5 期                         薛晓理等：对两相材料薄板声功率及其灵敏度研究                             395 

( ) ( )

H T

HH H

1
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| |2 2
n

i i
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ρ ρ λ
=

= ⋅ ⋅ =
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Q U Q U y

Λ

Λ
 (20) 

式中： ，称为声辐射模态的伴随系数矩阵，

为第 i 阶声辐射模态伴随系数。根据式(20)，可

以得到声功率关于设计参数 x 的偏导数，即声功率

灵敏度为： 

H= ⋅y Q U

iy

H
2 H

1
[ | | ]2

n
i i

i i i i i
i

cS λρ λ λ
=

∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∑ y yW y y yx x x x
i  (21) 

特别对于与分析频率无关的参数，由于辐射表

面形状、尺寸不受影响，此时声辐射模态不发生变

化。声功率灵敏度表达变为 

H

1
( )

n
i i

i i i i
i

λ λ
=

∂ ∂∂ ⎡= +⎢∂ ∂ ∂⎣∑ y yW yx x x
H ⎤

⎥⎦
y  (22) 

3  算例及分析 

3.1  声功率分析 

设采用工程中常用的矩形薄板结构，薄板由两

相材料构成，一种为刚性材料，一种为柔性材料。 
设薄板的长、宽以及厚分别为 ，

， 。给定结构刚性材料(钢)和柔

性材料(PVF)弹性模量分别为 ，

；密度分别为 ，

； 泊 松 比

0.2 ma=

11 210 N/m
37800 kg/m

0.2 mb=

2 3.5 1E = ×

2 1400ρ =

0.001mt =

9 2N/m
3g/m

1 2.1E = ×

1ρ =
0.3

0
k μ =

/s
， 空 气 密 度

，声速 。在板中心位置施

加单频激励力，幅值 ，激励频率为1: 。 

3kg/m
F

1.225ρ = 34c=

0 1 N=
3 m

800 Hz
根据 Bendøse[11]

的研究结果，得到复合薄板的

弹性模量和密度按照带惩罚的变密度 SIMP 插值方

式构成： 
( )
( )

1 2

1 2

1

1

pE x E x E

x xρ ρ ρ

= + −

= + −

p

p p   (23) 

式中： x 为材料分布密度，取 0.5x = ，惩罚因子

。 4p=
对两相材料薄板进行模态分析，得到了结构的

前 10 阶模态频率见表 1。 
表 1  简支薄板前十阶固有频率 

Table.1  The first ten natural frequencies of a simple supported plate 

模态阶数 1 2 3 4 5 
频率/Hz 72.6 181.5 181.5 28 .5 9 362.9     
模态阶数 6 7 8 9 10 
频率/Hz 362.9 469.5 469.5 617 617 

根据式(18)得到了薄板随频率变化的声功率

级，所得结果如图 1 所示。 

分析表 1 和图 1 可知，薄板在第一阶固有频率

(72.6 Hz)处声功率达到最大值，在结构设计时应当

避免激励频率与第一阶固有频率接近。本例中薄板

是正方形，其第(m, n)阶和第(n, m)阶模态频率相等，

在第 5 阶和第 6 阶的时候，实际激起的模态振型有

两阶，因此在这个频率(362.9 Hz)的时候，结构辐射

声功率也很大。 

 
图 1  薄板辐射声功率级 

Fig.1  Sound power level radiated by a thin plate 

3.2  声功率关于板厚的灵敏度分析 

为了从理论上研究分析两相材料薄板的厚度、

分布密度和振动频率对薄板声辐射的影响，在上述

模型的基础上，分别改变算例中板厚和分布密度，

对其进行研究。 
按照算例模型，板的厚度 t 可变，其变化规律

为：t=(0.008+0.008n) mm，(n=0,1,2,…,99)。分析了

激励频率为 100、200、300、400 Hz 时声功率及其

关于板厚变化的灵敏度，得到图 2 和图 3。 
分析图 2、图 3 可知，当声功率达到峰值时，

相应的声功率灵敏度也达到峰值，这些峰值是由于

激励频率与薄板的固有频率接近使薄板产生了共振。 

 
图 2  不同厚度下薄板的声辐射功率 

Fig.2  Sound powers radiated by the plate of  different thicknesses 

薄板厚度在 1 mm 以下时，声功率及其灵敏度

随着板厚的变化比较明显。随着厚度的增加，声功

率及其灵敏度会出现一些“平坦区域”，在这些区 
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图 3  薄板关于厚度的声功率灵敏度 

Fig.3  Sound power sensitivity to the thickness of  the plate 

域内，板厚对声功率的影响不明显。 
随着激励频率的增大，声功率及其灵敏度的峰

值位置所对应的薄板厚度在向后推移。激励频率为

100 Hz 时，峰值出现在 1.36 mm 处，声功率及其灵

敏度分别为 81.606 dB 和 8.466；200 Hz 时，峰值出

现在 2.72 mm 处，声功率及其灵敏度分别为 75.548 
dB 和 8.134；300 Hz 时，峰值出现在 4.16 mm 处，

声功率及其灵敏度分别为 75.326 dB 和 8.255；400 
Hz 时，峰值出现在 5.52 mm 处，声功率及其灵敏

度分别为 79.312 dB 和 8.783。说明在实际中不是薄

板的厚度越大越好，薄板的厚度应该根据结构的激

励源来确定。 

3.3 声功率关于分布密度的灵敏度分析 

按照算例模型，板的材料密度分布 x 可变，其

变化规律为： x =0.01+0.01n，(n=1,2,…,99)。分析

了激励频率为 100、200、300、400 Hz 时声功率及

其关于分布密度变化的灵敏度，得到图 4 和图 5。 

 
图 4  不同分布密度下的薄板声功率 

Fig.4  Sound power radiated by the plate of  different distribution 
densities  

分析图 4、5 可知，当声功率达到峰值时，相

应的声功率灵敏度也达到峰值，这些峰值是由于薄

板在激励频率下产生了共振。在峰值之前，声功率

及其灵敏度出现了“平坦区域”，在这区域内调整

结构的材料分布密度，不能有效地控制结构噪声。 

 
图 5  薄板关于分布密度的声功率灵敏度 

Fig.5  Sound power sensitivity to the distribution density of  the plate  

在峰值之后，薄板声功率随密度的增大而迅速减小。 
在低频激励时，声功率及其灵敏度出现峰值次

数很少，随着激励频率的增加，声功率及其灵敏度

出现峰值的次数也在增加，变化也越来越复杂。 

3.4  声功率综合分析 

分别取图 2 和图 4 峰值位置的板厚与分布密

度，在相应的激励频率下求得相应的声功率，得到

表 2。表 2 中的声功率明显小于图 2 和图 4 中峰值

位置所对应的声功率，说明两相材料薄板的声功率

受到薄板厚度、材料分布密度、外界激励频率的综

合因素的影响。 

表 2  简支薄板声功率 
Table 2  Sound power radiated by a simple supported plate 

板厚/mm 分布密度 激励频率/Hz 声功率/dB 
1.36 0.70 100 45.713 
2.72 0.23 200 48.706 
4.16 0.43 300 50.947 
5.52 0.56 400 47.472 

综合分析得到：当激励频率接近薄板固有频率

附近，结构声辐射功率急剧增加达到峰值。在“平

坦区域”内，薄板的声辐射功率并不随着板厚与密

度分布的增加而减小，这主要是由于薄板的固有频

率随着板厚与分布密度的变化而变化，从而引起声

辐射功率的变化。同时可以看出，随着结构厚度或

者分布密度的增加，结构辐射声功率的总体变化趋

势是减小的，但声辐射功率并不是随结构厚度或者

分布密度的增加而单调减小，在某些厚度或者分布

密度下，结构辐射声功率不降反升。同时也说明，薄

板结构并不是越厚越好，也不是密度越大越好，其

厚度与分布密度值的选择还应取决于激励源特性。 

4  结 论 

本文利用有限元与声辐射模态对两相材料薄
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板结构的声辐射声功率及其关于设计参数的灵敏

度进行了研究，以四边简支正方形薄板为例，分析

了激励频率、薄板厚度与分布密度的变化对其声辐

射的影响。在有限元部分，用振型叠加法求解模态

坐标得到位移向量，从而得到薄板表面速度分布。

基于声辐射模态理论，求解了声功率及其关于设计

参数的灵敏度。 
数值计算结果表明：对于动力响应分析，振型

叠加法是很有效的。激励频率、不同的板厚与分布

密度对薄板的声辐射都有较大的影响。 
将有限元与声辐射模态方法相结合，可以实现

对任意边界条件薄板的声辐射特性进行研究，从而

为低噪声设计提供理论依据，对实际中结构的设计

有重要的指导意义。 
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