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一种均匀线阵互耦校正算法 
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摘要：旋转不变子空间(Estimating Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques，ESPRIT)算法是空间谱估计

中的典型算法，但是阵列互耦会严重影响 ESPRIT 算法的测向性能。将均匀线阵划分为冗余阵元和有效中心阵元，

对有效中心阵元利用 ESPRIT 算法估计出校正源方位角，结合冗余阵元信息估计出互耦系数阵。计算机仿真显示该算

法在互耦自由度为 2 或 3 时均有效，算法还从仿真角度研究了幅度和相位误差对算法性能的影响。该算法校正时只

需单个未知方位校正源，是一种操作简单的均匀线阵互耦校正算法。 
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A mutual coupling calibration algorithm for uniform linear array 
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(1. Shanghai Acoustics Lab, Institute of  Acoustics, Chinese Academy of  Sciences, Shanghai 200032, China; 

2. Office of  Naval Deputation Shanghai, Shanghai 201108, China) 

Abstract: Estimating signal parameters via rotational invariance techniques (ESPRIT) is a typical spatial spectrum es-
timation algorithm, but an array of  mutual coupling can seriously affect the the performance of  direction finding of  
ESPRIT algorithm. The mutual coupling matrix of  uniform linear arrays is modeled with a symmetric Toeplitz matrix. 
According to the freedom of  mutual coupling matrix, part of  the array elements at the two sides is neglected. DOA is 
estimated by using ESPRIT algorithm with the remained ones. The algorithm calculates the mutual coupling coeffi-
cient matrix with estimated DOA and redundant array elements. A single calibration source is needed in the algorithm. 
In the end, computer simulations demonstrate the effectiveness of  the proposed method and study the performance of  
algorithm under both amplitude error and phase error existing. 
Key words: Estimating Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques(ESPRIT); uniform linear array; mutual 
coupling 

0  引 言
1  

高分辨阵列测向技术由于具有高测向精度、高

分辨率等优点得到迅速发展，已成为国内外广泛关

注的前沿课题之一，在声呐应用中也初见成效
[1-3]

。

然而，在实际工程应用中，阵列互耦会导致通常的

波达方向(Direction Of Arrival，DOA)估计性能严重

恶化甚至失效
[4]
。 

通过设置方位已知的校正源来估计阵列误差

参数是一种常用的方法，该类方法的阵列误差受校

正源方位估计精度的影响较大
[6-7]

。Fabrizio Sellon
和 Albert Serra 提出了一种阵列互耦补偿方法，该

算法对多维搜索过程进行了优化
[8]
。文献[9]提出的

多子阵子空间波达方向估计(Multi-subarray Coupl-
ing Least Square -Estimating Signal Parameters via 
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Rotational Invariance Technique，MCLS-ESPRIT)算
法，论证了在去除冗余阵元后的有耦合存在的阵列

仍然可以使用 ESPRIT 算法进行 DOA 估计，该算

法能够抑制均匀线阵的互耦影响，算法受到了许多

研究人员的关注
[10-11]

，文献[12]将此类算法演化为互

耦和通道不一致的联合抑制算法，文献[13]将算法

推广为去互耦和解相干同时进行，文献[14]将算法

推广到基于多重信号分类算法 (MUltiple SIgnal 
Classification，MUSIC)的抑制均匀线阵的互耦效应

的算法。但该类抑制互耦影响的算法在后续的 DOA
估计中舍弃了冗余阵元数据，损失了阵列孔径。 

本文在文献[9]的基础上结合冗余阵元数据求

出耦合系数矩阵从而进行校正，在 DOA 估计阶段，

对冗余阵元数据加以利用，提高了测向精度。   

1  阵列信号模型及问题 

1.1  理想条件下阵列信号模型和 ESPRIT 算法
[15] 

考虑空间有 N个相互独立的远场窄带信源，中
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心波长为 λ ，波达方向分别为 1θ ， 2θ ，…， Nθ ，

入射到由 M 个阵元组成的均匀线阵上。阵列相邻

阵元间距为 d 并取 /2d λ= ，阵列接收到的噪声为独

立同分布的加性高斯白噪声。阵列的输出写成矢量

形式为 
(t) ( ) (t) (t)θ= +X A S N   (1) 

其中： (t)X 为 1M× 维的阵列输出向量； ( )θA 为

M N× 维阵列流型； (t)S 为 1N× 维入射信号矢量，

(t)N 为 1M× 维噪声矢量。 
考虑阵列信号模型中的均匀直线阵，将其划分

为两个子阵，子阵 1 由前 1M − 个接收阵元组成，子

阵 2 由后 1M − 个阵元组成，两个子阵对应的信号导

向矢量分别为 A1、A2，阵列对应的信号空间 US 的

前 1M − 行和后 1M − 行组成信号子空间分别为 S1U 、

2SU ，此时存在一个唯一的非奇异矢量 T，得 

S1 1=U AT   (2) 

S2 2 1 T= =U AT AΦ   (3) 
其中 

1 2j2 sin j2 sin j2 sin
diag(e , e , ..., e )N

d d dθ θ θλ λ λπ π π
=Φ  (4) 

由式(2)、(3)可得 
-1

2 1S S=U U T ΦT   (5) 
-1=令 Ψ T TΦ   (6) 

式(6)中Ψ 的特征值组成的对角阵一定是Φ ，利用

小二乘法可得 
H -1 H
1 1 1 2

ˆ =( )S S S SUΨ U U U   (7) 

利用式(6)、(7)求得Ψ̂ 特征值对角阵即为Φ̂ ，

结合式(4)可以得到信源角度估计。 

1.2  存在互耦条件下阵列信号模型 

在接收阵列存在互耦误差条件下，设互耦矩阵

为 B，B与入射角无关，则接收数据可写为 
( ) ( ) ( ) ( )t t tθ= +X BA S N  (8) 

对于均匀线阵，通常可以用一个带状、对称

Toeplitz 矩阵对其互耦矩阵进行建模
[16]
，并将互耦

矩阵用 1 1×B 归一化后得到式(9)。 
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B

  (9) 

其中：h 为互耦矩阵的自由度，它表征均匀线阵互

耦矩阵第一行非 0 元素的个数。因此均匀线阵的互

耦可以由互耦矩阵 B 第一行的 h 维矢量唯一表示

1 2 1[1, , , , ]hb b b −=b ，其中 1 2 1, , , hb b b − 称为互耦系数。 
重写互耦矩阵 B，可得 
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 (10) 

存在阵列误差时 
=S1 1 1U B AT   (11) 

2 2 2 2 1= =SU B AT B AΦT   (12) 

1B 不恒等于 2B ，因此式(5)难以成立，普通的

ESPRIT 算法失效。 

2  算法介绍 

2.1  在互耦条件下估计校正源的方位 

设单个远场校正源 ( )s t 入射到由M 个阵元组

成的均匀线阵上，互耦自由度为 h，设阵元的指向

性 ( )g θ 相同，入射信号表示为 
(i-1) )(t) ( ) ( ) e 1, 2,j

is g s t i Mϕθ= =， …,  (13) 
其中 

sinkdϕ θ=   (14) 
式(14)中：k是波数；d是相邻阵元的间距；θ 是声

波入射角；ϕ 代表相邻阵元数据之间的相位差。 
阵列输出矢量写成 1 2[ , , , ]Mx x x=X ，将阵列的

首尾各 1h− 个阵元作为冗余阵元，并记前 1h− 个冗

余阵元输出为 firstX ，后 1h− 个冗余阵元输出为 lastX ，

中间的 2 2M h− + 个阵元称为中间有效阵元，中间有

效阵元输出记为 middleX ，则 
T

first 1 2 1[ , , , ]hx x x −=X   (15) 
T

middle +1 - +2[ , , , ]h h M hx x x=X  (16) 
T

last - +2[ , , , ]M h 2 Mx x x=X  (17) 

而 

middle

1 1 1 1

1 1 1 1

1 0

0 1

h h

h h

b b b b

b b b b

− −

− −

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

(18) 

此时有 
middle middle middle( )θ= +X B A S N  (19) 

此时，中间有效阵元中取前 2 1M h− + 个阵元组

成子阵 3，后 2 1M h− + 个阵元组成子阵 4， middleN 代
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表中间有效阵元对应的噪声，维度是 2 2M h− + ，

middleB 是 互 耦 矩 阵 的 中 间 部 分 ， 其 维 度 是

( 2 2)M h M− + × 。子阵 3 和子阵 4 形成的信号子空

间分别记为 3SU 和 4SU ，则式(11)和式(12)可表示为 
3 middle 3=SU B AT   (20) 

4 middle 4 middle 3=BS =U AT B AΦT  (21) 
此时，类似没有耦合情况下的式(2)和式(3)，子阵 3
和子阵 4 形成的信号子空间 3SU 和 4SU 相差一个旋

转因子，因此，在有耦合情况下，中间有效阵元数

据 middleX 可以运用 ESPRIT 算法得到 
1

middle 3 3 3 4
ˆ =( )H H

S S S S
−Ψ U U U U  (22) 

由式(22)求得 middleΨ̂ 特征值对角阵即为 middleΦ̂ ，

结合式(4)可以得到校正源的角度估计为 θ̂ 。 

2.2  耦合系数的估计 

暂不考虑噪声的情况下，式(8)可表示为 
( ) ( ) ( )t tθ=X BA S   (23) 

为了书写方便，变量 t 均省去。 
当 2h= 时，由式(13)可得 

1 1 1 2x s b s= +   (24) 

2 2 1 1 1 3x s b s b s= + +   (25) 
由式(14)可得 

j
2 1es s ϕ=   (26) 

j2
3 1es s ϕ=   (27) 

由式(24)、(25)、(26)、(27)可得 
j

2 1
1 j2 j

1 1 2

e
e e
x xb

x x x

ϕ

ϕ ϕ
−

=
+ −

  (28) 

由式(14)和校正源方位角估计值 θ̂ ，可得 
ˆˆ sinkdϕ θ=   (29) 

则由式(28)、式(29)可得 
ˆj sin

2 1
1 ˆ ˆj2 sin j sin

1 1 2

eˆ
e e

kd

kd kd

x xb
x x x

θ

θ θ

−
=

+ −
 (30) 

上面只考虑了互耦自由度为 2 时的情形，下面

将算法推广到自由度大于 2 的情况。 
当 2h> 时，前面 1h− 个冗余阵元输出可表示为 

first first ( )θ=X B A S   (31) 
与 middleB 类似， firstB 代表 B的前 1h− 行形成的

矩阵。第 h个阵元输出可表示为 

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 2 1

h h h h

h h h h h

x b s b s b s
s b s b s b s

− − −

+ + − −

= + + +
+ + +

 (32) 

同时，由式(13)可得 
j( 1)

1e , 2,3 , 2 1k
ks s k hϕ+= = −  (33) 

将式(14)、(31)、(32)、(33)组成方程组G。 
由于方程组G 中含有 3 2h− 个方程，这些方程

都是线性的，且任意一个方程不能由其他方程表

示，未知变量有 1 2 2 1 1 2 1, , , , ,h hs s s b b b− − ，即未知变

量有 3 2h− 个，所以方程G 有唯一解。 
因此 1 2 1[1 , , ]h-, b , b b=b 可以由 θ̂ 唯一表示 。 
由于上面讨论都没有考虑噪声的影响，因此是

不符合实际的。假设噪声为零均值高斯白噪声，因

此可以对系数估计值进行 K次测量取平均值，则 

1

ˆ1/ , 1, 2 1
K

f fi
i

b K b f h
=

= = −∑  (34) 

K称为测量次数，其取值根据实际工程要求，

使得存在某个阈值 T，对任意正整数 Z 存在 
( ) ( )f fb K Z b K T+ ≤-   (35) 

其中 ( )fb K Z+ 代表进行 ( )K Z+ 次测量取平均值，

( )fb K 代表进行 K次测量取平均值。 

2.3  利用ESPRIT算法结合耦合系数矩阵估计目标

方位 

用 2.2 中得到的 fb 代替式(10)中的 fb ，则可得

B̂如式(36)所示，对获得的接收阵包括冗余阵元数

据左乘
-1

B̂ 后，整体运用 ESPRIT 算法可以得到目标

方位 终的入射角估计值。 
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 (36) 

3  仿真性能分析 

假设接收阵列为 12 元均匀线阵，阵元间距为

半波长，噪声为零均值高斯白噪声，现有一个远场

校正源。由于文献[9]中的 MCLS-ESPRIT 算法是

经典的抑制互耦影响的算法，因此仿真中将本文算

法、有互耦未校正的 ESPRIT 算法和 MCLS- 

ESPRIT 算法进行比较，其中 MCLS-ESPRIT 算法

取子阵数目为 2。 
初始仿真条件为：信号中心频率 150 kHzf = ，

采样率 900 kHzsf = ，快拍数为 100，信噪比为

10 dB，测量次数 K取 500，校正源入射角为 30°，
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互耦自由度初始值为 3，互耦系数初始值 1b、 2b 为

1 20.8 0.3i, 0.5 0.5ib b= + = + 。 
仿真一：对比有耦合存在没有校正情况下使用

ESPRIT 算法、MCLS-ESPRIT 算法和本文算法测角

精度的统计结果，同时比较互耦自由度不同时算法

的有效性。 
当互耦自由度为 2，互耦系数 1 0.3= 464b +  

0.2000i 时，其它参数沿用初始仿真条件，图 1 反

映了此种情况下三种不同算法入射角估计的均方

根 误 差 。 当 互 耦 自 由 度 为 3 ， 互 耦 系 数 

1 0.3464 0.2000ib = + 、 2 0.0405  0.0294ib = + 时，其它

仿真条件与初始仿真条件相同，图 2 反映了此种情

况下，三种不同算法入射角估计均方根误差。表 1
和表 2 展示了互耦自由度为 2 和 3 时互耦系数的估

计值和理论值。 
从图 1 和图 2 可以看出，MCLS-ESPRIT 算法

和本文中提出的算法在均方根误差方面明显优于 

 
图 1  互相耦合自由度为 2 时三种不同算法入射角估计均方根误差 

Fig.1  RMSE of the DOA estimates obtained by three different me-
thods versus incident angle. The coupling coefficient between 
any two adjacent sensors is 0.3464+0.2000i. The coupling coef-
ficient for any nonadjacent sensors is assumed to be zero 

 
图 2  互相耦合自由度为 3 时三种不同算法入射角估计均方根误差 

Fig.2  RMSE of the DOA estimates obtained by three different me-
thods versus incident angle. The coupling coefficient between 
any two adjacent sensors is 0.3464+0.2000i, and it is assumed to 
be equal to 0.0405 + 0.0294i for sensors that are two apart 

没有校正直接使用 ESPRIT 算法的原始算法，同时，

当入射角大于 30°后，本文算法的均方根误差小于

MCLS-ESPRIT 算法，表明了本文算法的有效性。 
表 1  互耦自由度为 2 时互耦系数估计值和理论值 

Table 1  Assumed coupling coefficients compared with estimated  
one when h equals to 2 

互耦系数 b1实部 b1虚部 
真实值 0.3464 0.2000 
估计值 0.3463 0.2002 

表 2  互耦自由度为 3 时互耦系数估计值和理论值 
Table 2  Assumed coupling coefficients compared with estimated  

one when h equals to 3 

互耦系数 b1实部 b1虚部 B2实部 B2虚部 
真实值 0.3464 0.2000 0.0405 0.0294 
估计值 0.3463 0.2000 0.0398 0.0292 

仿真二：考虑幅度和相位误差对互耦系数估计

的影响。仿真条件沿用初始仿真条件，图 3 为阵元

仅存在幅度误差下互耦矩阵系数估计偏差随幅度

相对误差变化的曲线，图 4 为仅存在相位误差下互

耦矩阵系数估计偏差随相位误差变化曲线。图 5 和 

 
图 3  互耦系数估计相对偏差随幅度相对误差变化曲线 

Fig.3  The relative deviations of estimated coupling coefficients versus 
relative amplitude error 

 
图 4  互耦系数估计相对偏差随相位误差变化曲线 

Fig.4  The relative deviations of estimated coupling coefficients versus 
phase error 
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图 6 分别是幅度误差±5%下和相位误差±5°三种策

略下入射角估计均方根误差。 

 
图 5  幅度误差±5%时，三种不同算法入射角估计均方根误差 

Fig.5  RMSE of the DOA estimates obtained by three different me-
thods versus incident angle under ±5% relative amplitude  
error 

 
图 6  相位误差±5°时，三种不同算法入射角估计均方根误差 

Fig.6  RMSE of the DOA estimates obtained by three different me-
thods versus incident angle under ±5° phase error 

从图 3 可以看出，幅度误差在±5%以内可以保

证互耦参数估计相对偏差在 5％以内；从图 4 可以

看出，相位误差控制在±5°以内可以保证互耦参数

估计相对偏差在 5％以内。观察图 5 和图 6 可以发

现，幅度误差±5%和相位误差±5°下，本文算法入射

角估计均方根误差仍然小于 MCLS-ESPRIT 算法，

所以在这种情况下，算法仍然有效。 
仿真三：考虑校正源方位未知且处在缓慢无规

则运动时对互耦参数估计的影响。实际工程中，校

正时校正源方位与均匀线阵的相对位置可能受到

外部环境的影响而改变，所以有必要对校正源移动

给算法带来的影响进行仿真。仿真中只改变校正源

方位，其它仿真条件参考初始仿真条件。表 3 列出

了仿真的校正源静止和校正源随机运动下得到的

互耦系数，图 7 则展示了校正源静止与随机运动下

目标源入射角估计均方根误差。 

表 3  校正源静止与运动情况下互耦系数估计值 
Table 3  Estimated coupling coefficients obtained in the condition of 

static calibration source compared with the ones in moving 
source condition 

互耦系数 b1 b2 

真实值 0.8000+ 0.3000 i 0.5000+ 0.5000 i

静止估计值 0.7994+ 0.3006 i 0.4996+ 0.4995 i

运动估计值 0.8002+ 0.2997 i 0.5005+ 0.5002 i

 
图 7  校正源静止与随机运动下目标源入射角估计均方根误差 

Fig.7  RMSE of the DOA estimates obtained in the condition of static 
calibration source compared with the one in moving source con-
dition  

从表 3 以及图 7 可以看出，校正源方位的移动

不会影响算法，因此实际校正时不需考虑校正源的

初始方位，也不需要考虑校正源移动给算法带来的

影响。 
仿真四：考虑信噪比(SNR)[9]

、快拍数( K )[9]
和

多次测量次数 cN 对互耦系数的影响。改变初始仿真

条件中信噪比时，互耦系数估计值与理论值的绝对

偏差与信噪比的关系如图 8 所示。多次测量次数K
为 170，并改变快拍数，其它仿真条件与初始仿真

条件相同，互耦系数估计值与理论值的绝对偏差与

快拍数的关系如图 9 所示。改变初始仿真条件中的

多次测量次数，图 10 中是互耦系数估计值与理论

值的绝对偏差与多次测量次数 K的关系曲线图。 

 
图 8  互耦系数估计绝对偏差与信噪比的关系 

Fig.8  The absolute deviations of estimated coupling coefficients  
versus SNR 
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图 9  互耦系数估计绝对偏差与快拍数的关系 

Fig.9  The absolute deviations of estimated coupling coefficients versus 
snapshots 

 
图 10  互耦系数估计绝对偏差与测量次数的关系 

Fig.10  The absolute deviations of estimated coupling coefficients  
versus the number of experiments 

从仿真结果可知，本文算法互耦系数的估计误

差随着信噪比的增加、快拍数的增多和测量次数K
的增加而减小。 

4  结 论 

本文利用冗余阵元估计出耦合系数。将整体阵

元(包含冗余阵元)利用耦合系数矩阵校正后，得到

终估计的目标方位角。在本文的仿真条件下，文

中的性能要优于文献[9]中MCLS-ESPRIT 算法的性

能。同时，当分别存在幅度误差小于 5% 和相位误

差小于 5°时，运用本文算法求出的互耦系数校正后

进行 DOA 估计的均方根误差仍然小于运用

MCLS-ESPRIT 算法的均方根误差，所以在这种情

况下，算法仍然有效。 
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