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基于 Mindlin 理论的厚阶梯圆盘弯曲振动 

特性研究 

张宁宁 
(渭南师范学院数理学院，陕西渭南 714099) 

摘要：阶梯圆盘辐射体因其辐射面积大、辐射效率高等优点在大功率超声领域获得了广泛的应用。从声学应用角度，

基于 Mindlin 理论推导了厚阶梯圆盘在自由、固定、简支边界条件下的频率方程，并分别对频率方程进行数值求解，

结果表明计算得到的频率与有限元模拟及实验测试结果基本相符。该结论为厚盘的弯曲振动辐射器的设计提供了理

论参考。 
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Research on the flexural vibration characteristics of  thick 

stepped circular plate based on the Mindlin theory 
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Abstract: For its advantages in large radiating area and high radiation efficiency, the stepped circular plate radiator has 

been widely used in the field of  high power ultrasound. The frequency equations of  the thick circular plate in free, fixed 

and simply supported boundary conditions are deduced based on Mindlin theory from the viewpoint of  acoustic 

application, and the frequency equation is numerically solved. The results show that the calculated frequency accords 

basically with the finite element simulation and experimental measurement. This conclusion provides a reference for the 

design of  the bending vibration radiator of  thick circular plate and a basis for the frequency adjustment.  
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0  引 言1 

阶梯圆盘是由平面圆盘改进而来的，主要目的

是将平面圆盘辐射声场中的相位相消降低到最低，

以提高辐射效率和声场的指向性[1]。阶梯圆盘辐射

体因其辐射面积大、辐射效率高等优点在大功率超

声领域有着广泛的应用。由于阶梯圆盘频率方程复

杂，以前的许多文献并未给出其解法[2-4]。经典薄板

理论是基于 Kirchhoff 假设基础上，并忽略了转动惯

量的影响，但随着板的厚径比(大于 1/5)的增大，经

典薄板理论的局限性明显增大[5-7]。特别在高频大
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功率声辐射条件下，薄盘的机械强度明显不足，因

此应考虑厚板。大量文献对圆盘和阶梯圆盘的弯

曲振动特性及其辐射声场的研究，基本采用薄板理

论[8-18]。目前对于厚板理论，最为著名的是 Reissner

理论和 Mindlin 理论。文献[19-20]应用 Mindlin 理

论对厚圆盘弯曲振动进行理论、数值及实验研究，

其结果基本一致。从工程力学角度研究，对于大功

率的声学应用不但关心厚板的结构振动特性，还希

望在不同边界条件下，能给出其相应的频率方程和

位移解析解，以有利于声学设计和声场的计算，特

别对大功率辐射器其关键部件的设计及应用非常

重要，但从声学应用角度，对于厚阶梯圆盘的弯振

特性研究较少。基于 Mindlin 理论从声学应用角度，

推导了厚阶梯圆盘在不同边界条件下的频率方程，

并分别对频率方程进行数值求解，理论计算得到的

频率与有限元模拟及实验测试结果基本相符，该结

论为解析法设计阶梯圆盘提供了参考，也为弯曲振

动辐射器的设计提供理论参考和频率调试依据。 
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1  阶梯厚圆盘弯曲振动 

设一单阶梯厚圆盘可看作由两部分组成如图 1

所示。O O'、 为对称轴，一部分为节线之外的圆环

B，其内外径分别为 a、b，基底厚度为 h1；另一部

分为节线以内的圆盘 A，其半径为 a，厚度为 h2，

由文献[13]可知
2 1 /2h h   ( 为空气中的波长)。将

Mindlin 厚板理论应用于圆盘 A 和圆环 B，再利用

A 和 B 在内径 a 处的力和变形的连续边界条件及不

同约束条件，就可计算出阶梯厚圆环在不同条件下

的频率方程。 

 
图 1  厚阶梯圆盘示意图 

Fig.1  Schematic diagram of  thick stepped plate 

 
图 2  厚圆环示意图 

Fig.2  Schematic diagram of  thick ring 

1.1  Mindlin 厚板理论 

假设厚圆环内外半径为 a、b，厚度为 h 如图 2

所示，O O'、 为对称轴，上下表面不会受到切向力。

取柱坐标 (r，θ， z)的原点与盘中面中心重合，

ru u 、 、 分别表示盘质点径向、切向、z 向的位

移。对于圆环受力是关于 z 轴是对称的，圆环的弯

曲振动也是对称与 z 轴，因此可不考虑 θ方向上的

位移，所以 1 2( , ), ( , ),r ru z r t u z r t         。

Mindlin 理论考虑横向剪切变形和转动惯量的影响，

质点位移有如下形式： 
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位移函数 1 2 、 分别满足： 

2 2 2 2
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其中： 2
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2 /12k  。 D 、 、 分别为厚圆环密度、角频率、

弯曲刚度常数， R S、 表示转动惯量和横向剪切变

形的影响， 为泊松比。弯矩
rM M、 、扭矩

rM  以

及剪力
rQ Q、 的表达式为： 
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将式(4)、(5)代入式(3)可得： 
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式中：
0( )iJ r 为零阶贝塞尔函数，

0( )iY r 为零阶诺

伊曼函数，
1 2 1 2A A B B、 、 、 为由圆环边界条件决定的

待定常数。 

对圆盘而言，当 0r 时， 不能无限大，且由

对称性可知 (0, ) 0ru z  ，只能 1 20, 0B B  。因此式

(4)、(5)、(6)、(7)变为： 
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1 2A A、 为由圆盘边界条件决定的待定常数。 

1.2  不同边界条件下阶梯厚圆盘弯曲振动频率方程 

圆盘A和圆环B在内径a 处的力和变形应是连

续的，因此 A、B 两部分在此处的横向位移、转角

和弯矩、剪力应分别相等，即有耦合方程： 

A r a B r a A r a B r a
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1.2.1  边界自由 

圆环 B 边界自由，所以有边界条件： 

0 0rB r b rB r bM Q  ∣ ； ∣   (10) 

将式(4)~(7)代入式(9)、(10)，可得由待定系数

1 2 1 2B B B BA A B B、 、 、 和 1 2A AA A、 组成的的方程组(11)。 
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1.2.2  边界固定 

圆环 B 边界固定，所以有边界条件： 

0rB r b  ∣ ； 0rB r b
'  ∣                      (12) 

将式(4)~(7)代入式(9)、(12)，可得由待定系数

1 2 1 2B B B BA A B B、 、 、 和
1 2A AA A、 组成的方程组(13)。 
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1.2.3  边界简支 

圆环 B 边界简支，所以有边界条件： 

0rB r bM  ∣ ； 0rB r b  ∣   (14) 

将式(4)~(7)代入式(9)、(14)，可得由待定系数

1 2 1 2B B B BA A B B、 、 、 和
1 2A AA A、 组成的方程组(15)。 
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因为式(11)、(13)、(15)各方程组中相应待定系

数 1 2 1 2B B B BA A B B、 、 、 和 1 2A AA A、 不全为零，所以要

使相应方程组得到非零解，上述三种边界条件对应

的各六个方程组成的方程组的系数行列式必须等

于零，可统一写为以下形式。 
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式(16)即为三种边界条件下的厚阶梯圆盘频率

方程，其为超越方程，因此采用数值法求解。当边

界条件给定、材料参数与几何参数确定时，则可通

过式(14)得频率。将所求频率代入分别式(11)、(13)、

(15)计算出相应系数 1 2 1 2B B B BA A B B、 、 、 和 1 2A AA A、 ，

再将结果代回式(4)~(7)，可得不同边界条件下的径

向与横向位移。 

2  有限元分析 

为了验证频率方程求解的精度，对计算结果进
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行了有限元模态分析。取阶梯圆盘材料为 45 号钢，

密度为 3 37.8 10 kg/m   ，泊松比为 0.28  ，弹性

模 量 为 10 221.6 10 N mE  / ， 剪 切 模 量 为 G  
10 28.4 10 N/m 。由文献[13]可得

2 1 /2h h   (为空

气中的波长)，因此取几何参数内外半径为 35 mm、

72 mm，
1 2h h、 为 16、24 mm，在 ANSYS10.0 下建

立阶梯圆盘模型，采用 8 节点的 SOLID45 单元进

行智能自由网格划分，模态提取方法为 Block 

Lanczo，频率提取范围为 1~70 kHz。在自由边界条

件下，模态分析得到阶梯圆盘分别在频率 5.619 

kHz、36.333 kHz、56.860 kHz 处作轴对称的纯弯曲

振动，如图 3 所示，在其余频率均为复杂振型。从

表 1 的比较可以看出模态分析的频率
2f 与利用式

(11)理论计算的结果
1f 非常吻合，模拟值与理论值

的差 f 很小。 

表 1  厚阶梯盘计算频率与有限元计算结果的比较 

Table 1  Comparison of the calculated frequencies by analytic 

method and by finite element method for the thick stepped 

plate with a variable thickness 

振动模式 n f1/kHz f2/kHz f /% 

1 5.688 5.619 1.23 

2 37.11 36.33 2.14 

3 58.55 56.86 2.98 

 

(a) n=1 

 
(b) n=2 

 
(c) n=3 

图 3  阶梯圆盘的轴对称弯曲振动前三阶振型(n=1，2，3) 

Fig.3  The first three order modes of  the axial symmetric flexural 

vibration of the stepped plate(n=1，2，3) 

3  数值计算 

为了进一步研究不同边界条件下阶梯厚圆盘

的弯曲振动特性，利用数值计算对不同厚度的阶梯

圆盘的前三阶共振频率进行研究。表 2、3 分别为 

表 2  不同厚度 h
1
弯曲振动阶梯圆盘共振频率计算结果(单位：kHz) 

Table 2  The calculated resonant frequencies of the thick stepped plates with different height h
1
 (unit: kHz) 

h1/mm 
厚径比 

h1/R2 

振动模

数 n 

边界自由                  边界固定                   边界简支 

f
0
        f

1
        f

2
 f

0
        f

1
        f

2
 f

0
       f

1
        f

2
 

12 0.166 

1 

2 

3 

5.5230  5.4580  5.3160 

35.781  35.482  34.406 

54.524  54.116  52.829 

1.6470  1.5340   1.4590 

37.481  37.114   35.684 

55.781  54.871   53.412 

1.6840  1.3870   1.3570 

37.441  36.584   35.224 

54.479  53.246   52.856 

14 0.194 

1 

2 

3 

5.8840  5.6710  5.4780 

37.821  37.214  35.617 

57.148  56.249  54.268 

2.0120  1.9920   1.8560 

38.847  38.645   36.248 

58.267  56.884   55.147 

1.9850  1.8760   1.7840 

38.549  37.158   36.114 

56.581  55.684   54.842 

16 0.222 

1 

2 

3 

6.7410  5.6880  5.6190 

41.215  37.110   36.333 

66.624  58.554  56.860 

3.4540  2.6510   2.1320 

40.558  37.865   37.211 

67.614  58.447   57.439 

3.5740  2.8460   2.1150 

40.267  37.482   36.382 

67.248  58.117   56.906 

 

18 

 

0.250 

1 

2 

3 

7.8410  6.1480   5.8120 

46.235  39.254  37.247 

68.567  60.543  58.158 

3.8750  2.7860   2.4040 

45.689  39.557   38.329 

69.472  61.114   59.170 

3.7410  2.8520   2.3480 

44.816  39.242   37.597 

68.597  59.224   58.872 

 

20 

 

0.277 

1 

2 

3 

8.1120  6.1470  5.9310 

47.585  40.218  38.312 

70.258  61.257  59.154 

5.6840  3.8540   3.2580 

48.628  40.627   39.784 

71.462  62.324   60.482 

5.4170  3.7480   3.1470 

48.115  40.582   39.845 

70.359  62.821   59.226 

 

22 

 

0.305 
1 

2 

3 

9.5750  7.4150  6.1270 

48.681  42.324  39.458 

84.972  63.249  60.249 

6.2570  5.1240 4.8610 

49.685  42.226 40.785 

85.226  63.557 60.648 

6.3210   4.7590  4.5870 

49.228  42.157   40.281 

84.297  62.784   60.441 

 

24 

 

0.333 

1 

2 

3 

11.259  7.1180  6.4490 

49.556  43.352  41.459 

90.614  66.148  63.223 

11.245  6.8540 6.1250 

50.267  44.125 42.078 

91.257  67.214 63.894 

11.359  6.7540   6.0180 

49.587  44.257   41.874 

90.681  66.858   63.228 
        



 

476                                          声   学   技   术                                      2016 年 

 

     
表 3  不同厚度 h

2
弯曲振动阶梯圆盘共振频率计算结果(单位：kHz) 

Table 3  The calculated resonant frequencies of the thick stepped plates with different height h
2
 (unit: kHz) 

h2/mm 
厚径比 

h2/R2 

振动模

数 n 

边界自由                  边界固定                     边界简支 

f
1
            f

2
 f

1
            f

2
 f

1
            f

2
 

 

24 

 

0.333 

1 

2 

3 

5.8740      5.6190 

36.842      36.333 

87.415      56.860 

2.4710        2.1320 

38.254        37.211 

58.784        57.439 

2.3570        2.1150 

37.984        36.382 

58.462        56.906 

 

28 

 

0.388 

1 

2 

3 

5.9470      5.8120 

38.841      37.247 

60.216      58.158 

2.6510        2.2160 

40.158        38.418 

60.127        58.874 

2.4580        2.1980 

39.247        38.214 

59.475        57.684 

 

32 

 

0.444 

1 

2 

3 

6.3120      5.9310 

39.458      38.312 

61.234      59.154 

2.6870        2.3870 

41.249        39.467 

61.114        59.249 

2.5760        2.2680 

39.412        38.571 

60.541        58.746 

 

36 

 

0.500 

1 

2 

3 

6.7810      6.1270 

41.217      39.458 

61.785      60.249 

2.8940        2.6160 

42.457        40.125 

62.547        60.002 

2.6850        2.4710 

41.157        39.548 

62.572        60.117 

 

40 

 

0.555 

1 

2 

3 

8.8490      6.4490 

56.213      41.459 

78.482      63.223 

5.6870        3.5120 

57.664        41.378 

77.848        62.784 

5.5870        3.3210 

56.228        41.117 

76.754        61.258 

 

44 

 

0.611 

1 

2 

3 

10.481      7.8480 

50.442      43.734 

99.157      65.765 

8.4170        4.6210 

50.312       43.215 

98.114       65.289 

8.2670        4.4570 

49.567       42.841 

97.796       63.784 

 

内外径
1R 、

2R 不变，不同边界条件下频率随厚度

1h 、
2h 的变化，其中

0f 为薄板计算结果，
1f 为厚板

计算结果， 2f 为模拟结果。 

由表 2 可以看出，当其他参数不变时，不同边

界条件下的厚阶梯圆盘理论计算所得前三阶频率

与有限元计算得到的频率基本符合，随着基底厚度

1h 的增加，各阶频率也在增加。但是也可看出，随

着厚度的增加，薄板计算的频率值与有限元和厚板

理论计算值的误差在逐渐增大，特别是厚径比大

于 0.2 以后差别更大，表明此时，薄板理论不再适

用了。 

 
图 4  有限元模拟一阶位移分布图 

   Fig.4  Displacement distribution of  the first order mode by finite  

   element method 

由表 3 可以看出当厚度 h2由 24 mm 变化到 36 

mm 时，在三种不同边界条件下，理论计算所得前

三阶频率与有限元计算得到的频率基本符合，误差

较小，但当 h2大于 36 mm 时，误差较大，其原因

在于本文所用的中厚板理论的使用范围是厚径比

小于 0.5，当 h2大于 36 时厚径比大于 0.5，此时本

文理论不再适用。 

图 4 和图 5 分别是有限元法计算阶梯圆盘沿半

径方向的弯振一阶和二阶位移分布图，一阶、二阶

弯振时振动节线位置与由式(4)和(5)理论值基本一

致，这也表明本文理论的正确性。 

 
图 5  有限元模拟二阶位移分布图 

   Fig.5  Displacement distribution of  the second order modeby finite  

   element method 
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4  实 验 

为了验证以上结论，若阶梯圆盘的内外半径为

35 mm、72 mm，厚度为 h1=16 mm、h2=24 mm，厚

径比为 0.333，在自由边界条件下对其一阶弯曲振

动的频率和节圆半径进行测试。采用如图 6 所示装

置，图中 FP 是待测阶梯圆盘，ET 是发射换能器，

测量时，调节低频信号发生器的频率使纵向振动夹

心式换能器和阶梯圆盘工作在共振频率上，缓慢移

动激光测振仪使激光沿待测圆盘的半径方向移动，

通过示波器观察圆盘上测试点的振动波形振幅，振

幅最小处所对应的测试点即为节点，记录节点和圆

盘中心的距离，即为节圆半径。振动系统的共振频

率可通过频率计读出。在移动激光测振仪的过程

中，必须保持激光的入射方向与阶梯圆盘垂直。测

得阶梯圆盘产生一阶弯曲振动时的频率为 5 246 

Hz，节圆半径为 35.32 mm，和阶梯位置并不完全

重合。因此在实际大功率应用场合，对阶梯圆盘的

阶梯半径进行修正，使阶梯圆盘工作时，节圆位置

与阶梯位置重合，达到较高的辐射效率。实验所测

频率与表 1 中理论计算结果及有限元分析结果基本

一致，三者吻合较好，计算精度完全满足需要。实

验误差一方面来自材料参数的理论值和实际值的

差别，另一方面由于机械加工的原因，换能器的辐

射端面与阶梯圆盘不一定紧紧相连。 

 
图 6  阶梯圆盘弯曲振动共振频率实验组图 

     Fig.6  Experimental layout for flexural vibration frequency 

     measurement of  stepped plate 

5  结 论 

通过对厚阶梯圆盘弯曲振动的研究可得以下

结论： 

(1) 经典理论只适用于薄板低频振动，而中厚

板理论不仅适用于薄板，也适用与中厚板的弯曲振

动的研究。 

(2) 基于 Mindlin 理论，推导了厚阶梯圆盘弯

曲振动径向与横向位移解析解表达式，以及固定、

自由、简支边界条件下的频率方程。由频率方程计

算得到的弯曲振动振型对应的频率与有限元及实

验测试结果基本相符，表明本文理论的正确性。 

(3) 研究了三种边界条件下厚阶梯圆盘基底厚

度、圆盘厚度对弯曲振动频率的影响，结果表明，

当其他参数一定时，在厚径比小于 0.5 范围内，各

阶频率随圆盘基底厚度、圆盘厚度的增加而增加，

其结论为厚阶梯圆盘弯振辐射器的设计提供了理

论参考。 
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火车轮轴相控阵超声波探伤机顺利通过铁路局技术评审 
 

2016 年 9 月 24 日，铁路局车辆处组织有关专家对中国科学院声学研究所(简称：声学所)超声技术中心与江苏连云港九

洲电控设备有限公司(简称：九洲公司)联合开发研制的 HLBT-I 型铁路货车轮轴相控阵超声波自动探伤机进行了现场技术评

审。专家现场审查了研制报告，听取了声学所课题组以及九洲公司技术代表的技术报告，并考察观看了仪器现场演示。专家

组认为仪器达到了铁路局的技术要求，一致同意通过技术审查。 

HLBT-I 型铁路货车轮轴相控阵超声波自动探伤仪，由相控阵系统、机械控制系统、电气控制系统和数据处理软件组成；

实现了 A、B(S 型扫查)和 C 三种显示方式，能够直观显示轮轴缺陷位置；具有探头拼偏转角度大、扫查声程长的特点，实

现了轮轴和轮颈全覆盖检测；具备数据存储、回放分析、设备自检和自动报警功能。 

HLBT-I 型铁路货车轮轴相控阵超声波自动探伤机，由声学所超声技术中心与江苏连云港九洲公司以产学研方式历时 4

年联合开发完成。该探伤机是目前国内首台全部自主研制的轮轴相控阵超声波探伤设备。此次评审的意义在于自主研发的相

控阵设备，可正式进入铁路检修市场。 
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