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铺设角度与铺层顺序对层合板稳定性的影响 

李 根，吴锦武 
(南昌航空大学飞行器工程学院，江西南昌 330063) 

摘要：以层合板结构的临界屈曲载荷系数最大化为优化目标，基于改进型模拟退火算法对层合板结构铺设角度和铺

层顺序进行优化。由于层合板结构的铺层角度是离散变量，模拟退火算法适合求解离散变量的优化问题。利用模拟

退火算法优化层合板铺层，在算法内采用并行计算、引入记忆功能同时设置双阈值终止准则，有效地提高了优化过

程的收敛速度，同时避免优化过程中出现局部最优解。以临界屈曲载荷系数作为目标函数，选取复合材料层合板的

铺设角度顺序为设计变量，采用改进的模拟退火算法得出复合材料层合板的最优铺设角度以及铺层顺序。 
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Influence of  ply stacking sequence and ply laying angle on the 
stability of  composite laminated plates 

LI Gen, WU Jin-wu 

(School of  Aircraft Engineering, Nanchang Hangkong University, Nanchang 330063, Jiangxi, China) 

Abstract: In order to maximize the critical buckling load coefficient, the ply stacking sequence and ply laying angle of  
laminated composite plate are optimized with improved simulated annealing algorithm in this paper. By using parallel 
computation and setting up double threshold the local optimal solution appeared in the process of  optimization is 
avoided and meantime the rate of  convergence is accelerated. Fiber laying angles and stacking sequence of  composite 
laminates plate are chosen as design variables, and the design objective function is the critical compressive load. Com-
parative analyses show that the optimal ply stacking sequence and ply laying angle of  laminated composite plate can be 
obtained with improved simulated annealing algorithm. 
Key words: simulated annealing algorithm; critical buckling load coefficient; ply optimization; laminated composite 
plates 

 

0  引 言 

由于复合材料具有比强度高、比刚度大、比弹

性模量高等性质，广泛应用于航空航天等结构的承

载构件

[1]
。结构件的稳定性即屈曲问题是影响构件

承载能力的决定性因素。因此研究复合材料层合板

结构的稳定性至关重要

[2]
。 

不同的铺设角度以及铺层顺序影响复合材料

层合板结构的刚度，从而引起层合板结构的屈曲强

度。近年来，以层合板稳定性为优化目标、铺设角

度为设计变量的优化设计研究越来越多。如基于遗

传算法和蚁群算法对层合板的屈曲进行了铺层优
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化

[3-4]
，多种算法相结合对层合板的稳定性结构优化

[5-6]
。上述研究成果中多数基于遗传算法、蚁群算法

等进行优化分析，而模拟退火算法相比遗传算法等

具有局部搜索能力强、运行时间较短等优点，已被

越来越多的研究人员用于解决层合板的结构优化

问题。如利用模拟退火算法并采用整数编码方式对

层合板的屈曲载荷系数进行铺层优化

[7]
。Karakaya

[8]

等人计算了层合板的固有频率和临界屈曲载荷系

数，然后将遗传算法与模拟退火算法相结合，以层

合板的基频、屈曲为目标函数进行了铺层优化。

Deng
[9]
等人分析了层合板的振动特性，然后利用模

拟退火算法优化层合板的铺层厚度。Akbulut
[10]
等人

在经典模拟退火算法的基础上对参数进行了适当

调整，得到一种新型模拟退火算法并对层合板的铺

层厚度进行了优化。 

本文对经典模拟退火算法进行改进，解决搜索

能力差等缺点，同时针对以临界屈曲载荷系数作为

优化目标函数的经典模拟退火算法存在计算工作
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量大、计算效率偏低以及全局搜索目标函数等特

点，选取复合材料层合板的铺设角度顺序作为设计

变量，重点讨论不同的载荷比、不同长宽比以及不

同铺层厚度时的最优铺设结果。 

1  层合板稳定性分析 

假设层合板受中面压缩与剪切载荷作用示意

图如图 1 所示，其中
x yN N、 和

xyN 为层合板横截面

上单位长度的内力(即拉力、压力或剪切力)，a和 b

为矩形层合板的长和宽。  

 
图 1  层合板受载荷示意图 

Fig.1  Diagram of  laminated plates under load 

层合板在偏离平衡状态下的屈曲平衡方程为

[2]
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式中： x yM M、 和

xyM 为层合板横截面上单位宽度

的内力矩(即弯矩或扭矩)。w为位移函数。 

假设层合板为四边简支正交各向异性对称，其

屈曲微分方程为 
4 4
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式中，

ijD 为层合板结构弯曲刚度矩阵元素。令四边

简支层合板结构的位移形函数 δw为 

ππ
δ ( , ) sin sinmn

n ym x
w x y a

a b
=  (5) 

式中：m、 n分别是层合板结构 x、 y方向结构模

态数。将式(5)代入到式(4)中，可得到正交各向异性

层合板在 x方向的屈曲载荷为 

2 2 2 4 2

11 12 66 22
π ( ) 2( 2 )( ) ( ) ( )

x

m n n a
N D D D D

a b b m
 = + + +
  

 (6) 

通过选取不同的m和 n可得到一系列的 xN 值，

其中最小的 xN 值即为层合板的临界屈曲载荷 xcrN ，

显然当 1n= 时
xN 有最小值，得到临界屈曲载荷为 

2 2 2 4 2

11 12 66 22

1 1
π ( ) 2( 2 )( ) ( ) ( )
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m a
N D D D D
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 = + + +
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式中，x方向的屈曲半波数 m大小取决于层合板的

刚度以及长宽比 a/b 的关系，根据最小值条件，求

解下式： 

d
0

d( )

xN

mb
a

=   (8) 

可得到：
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将式(9)代入到式(7)中，可得： 
2

11 22 12 662

2π
2( 2 )xcrN D D D D

b
= + +    (10) 

从式(9)可知：最小屈曲载荷对应长宽比 a/b的

整数倍。根据压杆稳定临界理论可知：m 个

1/4

22 11( / )D D 半波数与 1m+ 个半波数对应同一个临界

屈曲载荷，即 
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求解得到：

1/411
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令 1,2,3m= ，计算出相应的长宽比为 
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当给定了长宽比和主弯曲刚度比，根据式(13)

可判断出屈曲半波数 m。 

如图 2所示的层合板加载形式中，层合板四边

分别受到 x和 y方向的均匀面内载荷 xλN 和
yλN ，

其中
λ
是载荷因子，

xN 、 yN 是施加的载荷，且满

足：

y xN KN= ，则当层合板发生屈曲时，相应的屈

曲载荷系数 bλ 为 

 
图 2  层合板载荷加载形式 

Fig.2  Loading form of  laminated plates  
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而临界屈曲载荷系数 cbλ 是一系列 ( , )b m nλ 值中

的最小值，即为层合板能抵抗屈曲的最小临界载

荷： 

( , )min
bcb m nλλ =   (15) 

2  模拟退火算法的改进 

模拟退火算法(Simulated Annealing，SA)的核心

思想来源于固体退火，即先将一固体迅速加热至高

于熔点温度，然后控制温度稳定地降低，最后凝固

成了内部晶体排列规则的固体。在进行冷却时，液

体内部粒子的热运动随着温度的缓慢降低而逐渐

减弱，当温度降到结晶点之后内部的粒子逐步趋于

规则而有序的排列，同时围绕着晶体结点做微小的

振动，该过程即为退火过程

[7-10]
。该算法的计算流程

图如 3所示。 

为了克服经典模拟退火算法的计算工作量大、

计算效率偏低以及结果精度不高的缺点，本文对其

算法进行如下改进： 

(a) 将并行搜索的思想引入到模拟退火算法中 

 
图 3  模拟退火算法的计算流程图 

Fig.3  Calculation flow chart of  SA algorithm  

来加快搜索速度。由于模拟退火算法是一种串行计

算的优化算法，经典模拟退火算法在每一步循环中

都会搜索当前状态下邻域中的随机点，从而大大增

加了算法的运算量。为了解决这一问题，引入并行

搜索的思想。 

(b) 在算法的搜索过程中引入记忆功能。经典

模拟退火算法中若想得到全局最优解，则需要同时

满足初始温度足够高、温降过程足够缓慢并且在每

一温度下进行的抽样较多，最终温度趋于零。但是

全局收敛仍然较难以实现，并且通过接受概率得到

的最优状态可能会比搜索轨迹中的某些其它中间

状态还要差，导致最终得到的解和最优解偏差较

大。所以为了不丢失目前的最好状态点并提高搜索

效率，本文在算法的搜索过程中引入记忆功能，即

在模拟退火算法的搜索过程中保留了期间最优解，

并且随着搜索进程及时更新。 

(c) 采用双阈值设置算法的内循环和外循环的

终止准则，即在每一温度下的当前状态连续 100次

保持不变时则认为 Metropolis抽样稳定，在温降过

程中所得到的最优解连续 10 次温降都变化非常小

时则认为算法收敛，此时终止计算输出结果。改进

的模拟退火算法在尽量保持解的最优性的前提下

减少了计算量，大大提高了效率。 

3  层合板稳定性优化模型 

将层合板的临界屈曲载荷系数作为目标函数，

以层合板的铺设角度

T

1 2 3( , , , ..., )nθ θ θ θ=θ 作为设计

变量，层合板临界屈曲载荷系数最大化问题的数学

模型为： 

T
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式中，

Low

kθ 和

Up

kθ 分别为每层铺设角度

k
θ 的上限和

下限，即为设计变量的搜索空间，由于铺设角度

k
θ

为离散型变量，则将其取值为

Low Low,   
k k
θ θ θ+∆ +  

2 ,θ∆ Up Up , ,  
k k
θ θ θ−∆⋯ ，工程实际应用中层合板的

铺设角度多数是由 0°、±45°以及 90°等铺设角度组

成，因此本文取 45θ∆ = °。 

4  数值分析 

4.1  改进 SA算法与经典 SA算法的对比 

首先用经典模拟退火算法(如图 3 所示)以临界
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屈曲载荷系数作为目标函数对层合板进行铺层角

度优化，再利用改进的模拟退火算法对层合板进行

铺层角度优化，通过对比两者的优化结果和迭代过

程来分析改进后的模拟退火算法的优越性。 

以 24层四边简支T 300/5405对称层合板为例，

材 料 参 数 如 下 ： 弹 性 模 量

1
14.8 GPaE = ，

2
8.6 GPaE = ，剪切模量

12
4.38 GPaG = ，泊松比

12
0.285ν = ，长宽比 / 1a b= 。SA 算法的初始温度控

制参数

0 1 000 T = ℃
，Markov链长 500

k
L = ，采用指

数退火衰减函数

1k k
T Tα −= ，温降速率系数 0.9α = ，

对不同载荷方式下的层合板进行优化计算。分别在

x 方向和 y 方向单独受轴压时层合板的优化对比结

果如表 1和表 2所示。表中 η表示改进后的模拟退

火算法与经典模拟退火算法优化结果的比值，反映

了算法改进后优越性的程度。对应的 x、y方向承受

轴压时两种算法的迭代过程如图 4和图 5所示。 

表 1  x方向轴压时层合板优化结果对比 
Table 1  Optimum results in the x direction of axial compression 

算法 最优铺层角度 λcr η 

改进 SA 

算法 

[ 45, -45, 45, -45, 45, -45, 45, 

90, 0, -45, 45, -45 ]s 

81.51 

1.17 
经典 SA 

算法 

[ 45, -45, 90, 90, 45, -45, 45, 

-45, 90, 0, 45, -45 ]s 

69.74 

表 2  y方向轴压时层合板优化结果对比 
Table 2  Optimum results in the y direction of axial compression

 

算法 最优铺层角度 λcr η 

改进 SA 

算法 

[ 45, -45, 45, -45, 45, -45, 45, 

90, -45, 45, -45, 0 ]s 

82.49 

1.17 
经典 SA 

算法 

[ 45, -45, 90, 90, 45, -45, 0, 

45, -45, 90, 45, -45 ]s 

70.21 

 

由表 1和表 2可知：x和 y方向轴压时层合板

最优铺层角度不同，同时改进后的算法的计算精度

较经典算法要高 17%左右，改进后的算法优化效果

明显。 

另外从图 4和图 5可知：在 x和 y方向施加载

荷时，相比经典模拟退火算法，改进后的算法在迭

代过程中震荡较小，收敛效果较好。这是由于在算

法中引入最优解记忆功能后基本不会出现局部最

优解，从而得到较好的铺层优化。在连续 10 次温

降后目标函数值变化均小于 0.01时则停止计算，增

加了算法的效率。 

若层合板在 yx, 方向同时承受均匀轴压时，层

合板临界屈曲载荷系数优化结果如表 3所示，对应

两种算法的迭代过程如图 6所示。 

 

 
(a) 经典 SA 算法 

 
(b) 改进 SA 算法 

图 4  x 方向承受轴压时两算法的迭代过程 

Fig.4  Iteration processes of  two algorithms in the x direction of  axial 
compression 

 
(a) 经典 SA 算法 

 
(b) 改进 SA 算法 

图 5  y 方向承受轴压时两算法的迭代过程 

Fig.5  Iteration processes of  two algorithms in the y direction of axial 
compression 
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表 3  x和 y方向同时轴压时两算法优化对比 
Table 3  Optimum results in the x and y directions of axial  

compression 

算法 最优铺层角度 λcr
 

 η 

改进 S A

算法 

[ 45, -45, 45, -45, 45, -45, 

45, 90, -45, 45, 0, -45 ]s 

41. 65 

1.2 
经典 S A

算法 

[ 45, -45, 45, -45, 90, 90, 

45, -45, 0, 90, 45, -45 ]s 

34. 62 

 

(a) 经典 SA 算法 

 
(b) 改进 SA 算法 

图 6  x 和 y 方向承受轴压时两算法的迭代过程 

Fig.6  Iteration processes of  two algorithms for x and y directions of  
axial compression 

由表 3和图 6可知：在 x和 y方向同时均施加

载荷时，改进后的模拟退火算法在迭代过程中收敛

效果较好，而经典算法由于没有引入记忆功能导致

在迭代计算过程中出现了局部最优解，从而最终的

优化结果精度比改进的算法低了 20%左右。 

4.2  不同载荷比时层合板的屈曲优化 

以 16 层四边简支对称层合板为例，层合板长

度 0.508 ma= ，宽度 0.254 mb= ，每一单层厚度

0.127 mmh= ，x方向承受均匀分布轴压
xN ，y方向

承受均匀分布轴压

yN ，且 y xN KN= ，K为 y方向和

x 方向的载荷比。铺层材料参数为：弹性模量
1

E =
 

128 GPa，
2

13.0 GPaE = ，剪切模量

12
6.4 GPaG = ，

泊松比

12
0.3ν = 。改进的模拟退火算法中Markov链

长 500kL = ，采取指数退火衰减函数 1k k
T Tα −= ，温降

速率α 取 0.9，初始温度控制参数
0 1 000T = ℃

。在

不同载荷比时的最优铺层角度以及相应的临界屈

曲载荷系数优化结果如表 4所示，四种不同载荷的

迭代过程如图 7所示。 

从表 4可知：对于不同的载荷比，层合板最后

的铺层顺序也不同。随着载荷比增大，相应的临界

屈曲载荷系越小。 

表 4  四边简支时层合板优化结果 
Table 4  Optimum result of simply support plate

 

载荷比 K 铺层顺序 λcr 

0.125 [ 45, -45, -45, 45, -45, 45, -45, 45 ]s 155.17 

0.150 [ 45, -45, -45, 45, -45, 90, 45, 90 ]s 150.24 

0.200 [ 45, -45, -45, 90, 45, -45, 90, -45 ]s 138.61 

1.000 [ 90, -45, 90, 0, 90, 90, 45, 90 ]s 62.45 

 
(a) K=0.125  

 
(b) K=0.15 

 
(c) K=0.20 
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(d) K=1.00 

图 7  简支板不同载荷比时的迭代过程 

Fig.7  Iteration processes of  simple support plate with different K  
values 

另外由图 7可知：改进的算法收敛情况总体上

较好。即当温度降到约为 10 ℃左右时，算法开始

趋于收敛，虽然之后仍会出现震荡情况但其幅度已

非常小，最终当温度降到约为 3 ℃时，算法终止并

获得最优解。在迭代过程中，虽然改进的算法中引

入了记忆功能，保留了每一温度下的最优解，但仍

会出现目标函数值的震荡情况，主要是因为接受准

则在邻域随机搜索时由于计算量大会造成搜索不

均匀导致的局部最优解，但对最终的优化结果的影

响不是很大，总体上较为满意。 

4.3  不同长宽比时层合板的屈曲优化 

以 4.1 节中的四边简支层合板为例，模拟退火

算法初始温度参数 0 1000 T = ℃， Markov 链长

500kL = ，指数退火衰减函数 1k kT Tα −= 的温降速率

系数 0.9α = ，x 和 y 方向承受均匀轴压。在不同长

宽比时层合板铺层优化结果如表 5～7所示。 

由表 5 和表 7 可知：(1) 不同厚度的层合板在

不同长宽比时，上下表层的纤维铺设方向变化不

大；(2) 铺层越厚，层合板的临界屈曲载荷则越大；

(3) 在边长比为 1 时，上表层铺设角度为±45°的铺

层有利于提高临界屈曲载荷，而在边长比为 1.5 和

2时，在层合板上表层连续铺设三层 90°的铺层有利

于提高临界屈曲载荷；(4) 相比文献[11]的遗传算 

表 5  长宽比等于 1时层合板优化结果   
Table 5  Optimum results for a/b = 1

 

铺层数

N 

    本文计算    文献[11] 

最优铺层角度  λcr  λcr 

8 [ 45, -45, 0, 90 ]s  2.83  2.78 

12 [ 45, -45, 45, -45, 0, 90 ]s 10.17 10.10 

16 
[ 45, -45, 45, -45, 45, -45, 90, 

90 ]s 
22.85 22.72 

20 
[ 45, -45, 45, -45, 45, -45, 45, 

-45, 90, 90 ]s 
44.89 44.88 

表 6  长宽比 a/b=1.5层合板优化结果   
Table 6  Optimum results for a/b = 1.5 

铺层数

N 

本文计算 文献[11] 

最优铺层角度 λcr λcr  

8 [ 90, 90, 90, 0 ]s  2.94  2.92 

12 [ 90, 90, 90, 45, 90, -45 ]s 10.13 10.06 

16 [ 90, 90, 0, 90, 90, 45, -45, 0 ]s 23.57 23.40 

20 
[ 90, 90, 90, 0, 45, 90, -45, 0, 

90, 90 ]s 
46.82 46.61 

表 7  长宽比 a/b=2层合板优化结果   
Table 5  Optimum results for a/b = 2 

铺层数

N 

本文计算 文献[11] 

最优铺层角度 λcr λcr 

8 [ 90, 90, 90, 90 ]s  5.24  5.17 

12 [ 90, 90, 90, 45, -45, 90 ]s 17.89 17.87 

16 [ 90, 90, 90, 45, 90, -45, 0, 90 ]s 42.27 42.05 

20 
[ 90, 90, 90, 90, -45, 45, 90, 90, 

90, 90 ]s 
83.14 82.64 

法结果，改进模拟退火算法的优化结果稍大，这是

由于改进的模拟退火算法对于层合板铺设角度的

优化问题有着较好的全局收敛性，得出的解更为

精确。 

5  结 论 

(1) 通过对比改进后模拟退火算法与经典模拟

退火算法的优化结果，改进后算法优化计算结果要

比经典算法的结果高出 17%～20%，说明改进后算

法在结构优化方面有一定优势。 

(2) 利用改进的模拟退火算法对复合材料层合

板的屈曲进行铺层优化时，不同载荷比时算法收敛

情况比较满意，当温度下降到10 ℃之后时趋于收

敛，并在3 ℃时得到最优解； 

(3) 在层合板不同铺设层数条件下，四边简支

板在上下表层铺设 90°或 0°的铺层、同时在内部铺

设较多层数的±45°铺层时，可提高层合板的临界屈

曲载荷。 
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