
第 36卷第 4期                                  声  学  技  术                                 Vol .36,  No.4 

2017年 8月                                   Technical Acoustics                                    Aug., 2017 

三叠片压电复合换能器弯曲振动的比较研究 

张宁宁 
(渭南师范学院数理学院，陕西渭南 714099) 

摘要：用瑞利法对三叠片弯振圆盘换能器在三种不同边界条件下的振动特性进行理论研究，推导了谐振频率及有效

机电耦合系数的表达式，通过数值计算分析了复合换能器的谐振频率及有效机电耦合系数随换能器各结构参数的变

化规律并进行比较研究，同时将计算结果与有限元模拟结果比较，结果表明不同边界条件下换能器的结构参数对谐

振频率和有效机电耦合系数影响不同：在换能器结构参数一定时，自由边界条件下谐振频率最大，简支边界条件下

最小，固定边界条件下次之；有效机电耦合系数随着金属片厚度、陶瓷片厚度和陶瓷片半径变化时，分别有一个最

大值；其他参数一定时，有效机电耦合系数在简支边界条件下最大，自由边界条件下的值稍大于固定边界条件下的

值。上述研究结果可为三叠片弯曲振动换能器的设计和实际应用提供一定的理论支持。 
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Research on flexural vibration characteristics of  three  

laminated piezoelectric transducers 

ZHANG Ning-ning 
(Mathematics and Physics institute, Weinan Teachers University, Weinan 714099, Shaanxi, China) 

Abstract: Three laminated plate transducer is studied under three different boundary conditions and the expressions of  

the resonant frequency and the effective electromechanical coupling coefficient are derived by using Rayleigh method. 

Transducer resonant frequency and effective electromechanical coupling coefficient are analyzed and compared with the 

variation of  the structure parameters of  the transducer by means of  numerical calculation, and the calculated results are 

compared with the results of  finite element simulation. The results show that the effects of  structural parameters under 

different boundary conditions of  the transducer on the resonance frequency and the effective electromechanical coupling 

coefficient are different: for fixed structural parameters of  the transducer, the resonant frequency is the greatest in free 

boundary condition, the next in fixed boundary condition and the minimum in simply supported boundary condition; 

the effective electromechanical coupling coefficient varies with the thickness of  sheet metal and the thickness and radius 

of  ceramic piece, and each has a maximum value; when other parameters are certain, the effective electromechanical 

coupling coefficient is the greatest in simply supported boundary condition, and the coefficient value in the free 

boundary condition is slightly larger than that in the fixed boundary condition. The above-mentioned results provide a 

theoretical support for the design and application of  three laminated bending vibration transducer.  

Key words: Rayleigh method; resonant frequency; effective electromechanical coupling coefficient; finite element sim-

ulation 

 

0  引 言1 

叠片式弯曲振动换能器结构比较简单，辐射面

积较大，辐射阻抗较低，易与气体进行阻抗匹配，
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因此被广泛应用于各种超声领域。文献[1-4]对夹心

换能器进行了比较全面的研究。近年来，对叠片式

特别是三叠片型换能器的研究和应用受到很多研

究人员的重视。文献[5-7]用 ANSYS 软件对三叠片

型换能器在自由和固定边界条件下的振动模态和

谐响应进行分析，结果与数值计算结果是一致的。

文献[8]用瑞利法对两叠片压电振子在固定边界条

件下的谐振频率和有效机电耦合系数进行了数值

计算。目前对夹心纵弯模式的换能器研究已比较成

熟

[9-14]
，为了对换能器的性能和机械耦合及结构安装

问题进行改善，三叠片式弯曲压电换能器经常被应
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用，但其边界条件和结构尺寸对换能器的性能影响

各不相同而且较大，因此有必要系统地研究叠片式

弯曲振动换能器。 

弯曲振动是由于同时存在伸长和缩短两种变

形所产生，因此可认为弯曲振动是一种间接产生的

振动模式，其振动模式相对传统伸缩振动模式和剪

切振动模式更为复杂。目前对叠片式弯曲振动的主

要研究方法有瑞利变分法和等效电路法，但等效电

路法的数学过程相对比较麻烦，所以瑞利法普遍被

采用。本文用瑞利法对三种不同边界条件下的三叠

片弯振圆盘换能器进行理论研究，推导了谐振频率

及有效机电耦合系数的表达式，通过数值计算分析

了复合换能器的谐振频率及有效机电耦合系数随

各结构参数的变化规律并进行比较，同时与有限元

模拟结果比较，得出的结果为叠片式弯曲振动换能

器的设计和进一步广泛应用提供理论支持。 

1  三叠片弯振圆盘换能器在不同边

界条件下频率方程的确定 

三叠片弯振圆盘换能器的基本结构如图 1 所

示，由一个金属基片和两个尺寸相同的压电陶瓷片

组成，两块压电陶瓷片采用厚度方向极化，然后粘

在金属圆盘两个外表面。在压电盘的厚度方向施加

电压，压电陶瓷受到激励使上下两个表面产生弯曲

振动。图中 A为压电圆盘，B为金属圆盘。设 m是

金属圆盘的厚度，

1
h 为压电片厚度，h/2 为金属圆

盘一半的厚度与压电圆盘厚度之和。 a为金属圆盘

半径， b aβ= ( β 为半径比)为压电圆盘的半径。利

用瑞利原理结合三叠片弯振圆盘换能器的不同边

界条件，推导换能器的位移分布函数中的各项系

数。设在极坐标中三叠片弯振圆盘换能器的振动位

移分布曲线为

[15]
： 

 
图 1  三叠片弯振圆盘换能器结构示意图 

Fig.1  Structure of  three laminated plate transducer 
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式中： ( )rη 是三叠片弯振圆盘换能器中心面上的法

向位移；ξ 是随时间变化的振幅因子；r 是径向坐

标，ω是振动频率，t 是时间。设位移分布函数的

各项系数为
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a a a a、 、 、 。在 0r= 处，
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= ，
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1.1  固定边界条件下频率方程的确定 

当 r a= 时，在固定边界条件下，三叠片弯振

圆盘换能器的法向位移与扰度斜率都为零，即 

d
( ) 0,  0

dr a r a
r

r

ηη = == = ，令

0
1a = ，则有

3 2
4 2a a=− − ， 

4 2
3a a= + 。由瑞利能量法即换能能器的最大动能和

最大位能相等，可得： 
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由瑞利近似理论得，

2
a 应满足
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其中： mρ 为金属圆盘的密度； Dρ 为压电圆盘密度；

mY 为金属杨氏模量；

DY 为压电杨氏模量；

D
σ 为压
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电泊松比；

m
σ 为金属泊松比。当材料参数和 a β、 给

定，可通过式(5)计算得到 2a ，进而可得到
3a 、

4a ，

同时，根据式(5)可得到三叠片弯振圆盘换能器无负

载的谐振频率。 

1.2  自由边界条件下频率方程的确定 

当 r a= 时，自由边界条件下三叠片弯振圆盘换

能器的横向剪切力

Q
与弯矩 M为零

[5]
，即 0,

r a
M = =  

d
0

dr a r a

M
Q

r= == = 。令 0 1a = ，由式(3)可得： 
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其中： 1T 为金属圆盘厚度方向的应力；

1
'T 为压电圆

盘厚度方向的应力。给定 ,a β 和材料参数，通过式

(5)、(8)、(9)可计算得到换能器位移曲线参数 2a 、

3a 、

4a ，同时由式(5)可得三叠片弯振圆盘换能器自由边

界条件下无负载谐振频率。 

1.3  简支边界条件下频率方程确定 

当 r a= 时，简支边界条件下三叠片弯振圆盘换

能器的横向位移与弯矩为零，即 ( ) 0,r arη = =  

0r aM = = ，可得： 
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给定 a β、 和材料参数通过式(5)、(10)、(11)计

算可得到三叠片弯振圆盘换能器的位移曲线参数

2a 、

3a 、

4a ，同时由式(5)可得到三叠片弯振圆盘

换能器简支边界条件下无负载谐振频率。 

2  三叠片弯振圆盘换能器的有效机

电耦合系数 

2.1  恒压位能 C

VU  

由文献[15]可得压电圆盘的恒压位能 C

VU 为 

2 2 2
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其中：

T 31
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2
(1 )

1
s D

D

g Y
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σ
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−
，

31g 为压电常数， T

33β 为

常应力下的介电常数。 

整个三叠片弯振圆盘换能器的恒压位能

VU 为 
V V

c s
U U U= +    (13) 

其中：

sU 为整个金属圆盘的位能。 

2.2  恒流位能 IU  

由文献[15]可得压电圆盘的恒流下位能

I

c
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其中：
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整个三叠片弯振圆盘换能器在恒流条件下的

位能

IU 为 
I I

c sU U U= +   (15) 



 

386                                          声   学   技   术                                      2017年 

 

2.3  有效机电耦合系数 

对于弯曲压电换能器有效机电耦合系数为

[7] 

eff

I V

I

U U
K

U

−=   (16) 

将式(13)和式(15)代入式(16)，可得该换能器的

有效机电系数具体表达式。当选定材料后，换能器

的各结构尺寸决定了其谐振频率和有效机电耦合

系数。谐振频率和有效机电耦合系数的方程比较复

杂，解析解很难得到的，所以采用数值计算。以下

研究中，取压电材料为 PZT-4 及金属材料为 45 号

钢，主要材料参数是： 

3 11 27850 kg/m , 0.28, 2.16 10 N /m
m m m

Yρ σ= = = ×  

3 10 27500 kg/m , 0.32, 7.65 10 N/m
D D D

Yρ σ= = = ×  

3

31

T 11 2 12 2

33 12

0.58, 11.1 10 Vm/N,

1.09 10 m /N, 5.42 10 m /N

p

d

K g

sε

−

− −

= =− ×
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3  不同边界条件下三叠片弯振圆盘

换能器谐振频率和有效机电耦合

系数与结构尺寸的比较 

3.1  不同边界条件下谐振频率的比较 

假定换能器尺寸为：

1
2.5 mmh = 、 25 mmb= 、

30 mma= ，研究在不同边界条件下三叠片弯振圆

盘换能器的谐振频率随金属片厚度变化结果，如表 1

所示。假定换能器尺寸为： 2.0 mmm= 、 24 mmb= 、

28 mma= 。三叠片弯振圆盘换能器的谐振频率随

压电片厚度变化的结果，如表 2所示。假定换能器

尺寸为：

1
2.4 mmh = 、 2.0 mmm= 、 28 mma= ，换

能器的谐振频率随压电片半径变化如表 3所示。 

由表 1可以看出，三种边界条件下，三叠片弯

振圆盘换能器的谐振频率都随着金属片厚度的增大

而增大，且在相同的金属片厚度情况下，自由边界
 

表 1  谐振频率随金属片厚度变化 

Table 1  Variation of the resonant frequency with the thickness of 

metal sheet 

m/mm f
自由

/Hz f
简支

/Hz f
固定

/Hz 

1.25 13 000  4 000  6 200 

2.00 13 800  5 860  7 650 

2.50 14 400  6 000  8 000 

3.00 15 760  6 840 10 920 

3.75 16 400  7 500 12 000 

4.50 17 620  8 210 13 480 

5.00 19 000  9 000 14 500 

5.50 20 380  9 650 15 960 

6.25 21 600 10 100 17 500 

表 2  谐振频率随压电片厚度变化 

Table 2  Variation of the resonant frequency with the thickness of 

piezoelectric piece  

h1/mm f
自由

/Hz f
简支

/Hz f
固定

/Hz 

1.0  7 250 3 600  6 000 

1.5 11 710 4 460  6 840 

2.0 12 000 4 850  7 210 

2.5 14 200 5 210  8 120 

3.0 16 000 6 000  8 600 

3.5 18 500 6 180  8 860 

4.0 20 000 6 600  9 200 

4.5 23 400 6 840 10 800 

5.0 25 000 7 000 11 000 

表 3  谐振频率随压电片半径变化 

Table 3  Variation of the resonant frequency with the radius of 

piezoelectric piece 

b/mm f
自由

/Hz f
简支

/Hz f
固定

/Hz 

6  5 000 2 580 4 880 

8  5 620 2 610 5 220 

12  6 100 2 700 5 500 

16  7 240 3 020 6 850 

18  9 250 3 400 6 300 

20 10 480 4 550 6 870 

24 11 000 4 600 7 080 

26 10 850 4 860 7 100 

28 10 000 5 300 7 150 

条件下频率最大，简支条件下最小，固定条件下次

之。自由边界条件下，随着金属片厚度的增大谐振

频率变化加快。简支条件下，谐振频率随着金属片

厚度的增大，增加量先大后减小。固定边界条件下，

谐振频率在金属片厚度的增大量较小时增长很快，

约在 1.25 mm后随着金属片厚度的增大基本呈线性

增长。 

由表 2可以看出，自由边界条件下，谐振频率

随着压电片厚度的增大而增大，且变化趋势不断加

剧。简支边界条件下，谐振频率随着压电片厚度的

增大也增大，开始变化较快，之后变化有所减缓。

但在固定边界条件下，谐振频率一直随压电片厚度

的增大而增大。由表 3可得，自由边界条件下，谐

振频率随着压电片半径的增加先增大后减小，在 24 

mm 附近达到最大，之后有减小的趋势。简支和固

定边界条件下的谐振频率都随压电片半径的增大

而增大，增长速度越来越快。由表 1～3可以看出，

在三种边界条件下，若其他参数不变时，谐振频率

都随三叠片弯振圆盘换能器结构参数的增大而增

大，且都是自由边界条件下频率最大，简支边界条

件下最小，固定边界条件下次之。 

3.2  不同边界条件下有效机电耦合系数的比较 

假定换能器尺寸为：

1
2.5 mmh = 、 25 mmb= 、
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30 mma= ，在不同边界条件下研究有效机电耦合系

数随金属片厚度的变化结果，如图 2所示。假定换

能器尺寸为： 2.0 mmm= 、 25 mmb= 、 30 mma= ，

有效机电耦合系数随压电片半径的变化结果如图 3

所示。假定换能器尺寸为：

1
2.5 mmh = 、 2.0 mmm= 、

30 mma= ，有效机电耦合系数随压电片厚度的变

化，如图 4所示。  

 

图 2  不同边界条件下机电耦合系数随金属片厚度变化 

Fig.2  Variations of the electromechanical coupling coefficient with the 

thickness of  metal sheet under different boundary conditions 

 

图 3  不同边界条件下机电耦合系数随压电片半径变化 

Fig.3  Variations of the electromechanical coupling coefficient with the 

radius of  piezoelectric piece under different boundary conditions 

 

图 4  不同边界条件下机电耦合系数随压电片厚度变化 

Fig.4  Variations of the electromechanical coupling coefficient with the 

thickness of  piezoelectric piece under different boundary condi-

tions 

由图 2可看以出，自由边界条件下的有效机电

耦合系数先随金属片厚度的增大而迅速增大，之后

缓慢减小，在 2.5 mm 附近达到最佳的机电转换效

果，此时耦合系数为 0.462。简支边界条件下的有

效机电耦合系数在随金属片的厚度增大快速增加，

到 2.5 mm 附近达到最佳的机电转换效果，耦合系

数为 0.480，之后随着金属片厚度的增大缓慢降低。

而固定边界条件下的有效机电耦合系数随着金属

片厚度的变化趋势与简支条件类似，但在 1.65 mm

附近有效机电耦合系数达到最大值，约为 0.448。 

由图 3可看出，自由边界条件下有效机电耦合

系数在压电片半径约为 22.5 mm时达到最佳的机电

转换效果，耦合系数为 0.463，之后逐渐降低。简

支边界条件下的有效机电耦合系数也随着压电片

半径的增大而增大，在半径较小时增长比较缓慢，

到达最大值之后增长迅速，在 27 mm 附近达到最佳

的机电转换效果，耦合系数接近 0.481。固定边界

条件下的有效机电耦合系数随着压电片半径的增

大先增大后迅速减小，在压电片半径约为 24 mm

时达到最佳机电转换效果，耦合系数约为 0.442。 

由图 4可以看出，自由边界条件下的有效机电

耦合系数随着压电片厚度的增大而迅速增大，厚度

约为 2.0 mm时达到最佳的机电转换效果，耦合系

数为 0.454，其后又逐渐减小。简支边界条件下，

有效机电耦合系数随着压电片厚度的增大而迅速

增大，在陶瓷片厚度约为 1.4 mm时达到最佳的机

电转换效果，耦合系数为 0.480。固定边界条件下，

有效机电耦合系数随着压电片厚度的增大先快速

增大然后缓慢减小，在压电片厚度约为 2.8 mm时

达到最佳的机电转换效果，耦合系数为 0.430。 

比较图 2、3、4可以进一步得到不同边界条件

下的有效机电耦合系数的比较情况。简支边界条件

下最大，自由边界条件下次之，固定边界条件下最

小。在同一边界条件下，当其他尺寸一定时，有效

机电耦合系数随结构参数的变化不同，自由边界时

压电片厚度的影响最大，压电片半径的影响最小，

金属片厚度的影响次之；简支条件时三种结构参数

的影响基本一样；固定边界时，三种结构参数的影

响与自由边界时基本相同。 

4  有限元分析 

在有限元软件Ansys 环境下建立换能器有限元

模型并分析得到其频率特征和振动模态。在 x方向

上加对称边界条件，相邻压电片之间极化方向相
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反，在压电片上表面加载荷 Volt=1，在下表面加载

荷 Volt=0，然后利用 Ansys分别对建立的有限元模

型，在自由边界、固定边界和简支边界条件下的三

叠片弯振圆盘换能器分别进行模态分析，谐振频率

的理论值与模拟值比较结果如表 4所示，结合有限

元模拟，重点对自由边界条件下谐振频率随压电片

半径的变化进行研究，结果如表 5 所示，表 4、5

中 f1为理论计算，f2为模拟结果， f∆ 为理论计算值

与模拟值的误差百分比。图 5为三种边界条件下的

换能器的基频振动模态图。换能器尺寸为

1
2.5 mmh = 、 25 mmb= 、 30 mma= 、 2.0 mmm= 。 

由图 5可看出，三种边界边界条件下，自由边 

   
(a) 自由边界 

 
(b) 固定边界  

 
(c) 简支边界  

图 5  不同边界条件下基频振动模态图  

Fig.5  Modals of  fundamental frequency vibration under different 

boundary conditions 

表 4  谐振频率的理论计算与模拟值的比较 

Table 4  Comparison of resonant frequency between theoretical 

calculation and simulation  

边界条件 f1/Hz f2/Hz ∆f /% 

自由边界 5 000 5 117 2.35 

简支边界 2 580 2 664 3.28 

固定边界 4 880 5 100 4.52 

表 5  自由边界条件下谐振频率比较 

Table 5  Comparison of resonant frequency under free boundary 

condition 

b/mm f1/Hz f2/Hz ∆f /% 

 6  5 000  5 119 2.38 

 8  5 620  5 745 2.23 

12  6 100  6 253 2.51 

16  7 240  7 465 3.12 

18  9 250  9 550 3.25 

20 10 480 10 864 3.67 

24 11 000 11 409 3.72 

26 10 850 11 324 4.37 

28 10 000 10 438 4.38 

界下中心位移最大，固定边界和简支边界相比固定

边界，换能器中心位移相对大些，但边界处的横向

位移为零，这些结论与板的振动理论是相符的。由

表 4可看出，在不同边界条件下，三叠片弯振圆盘

换能器的理论计算频率与有限元模拟频率误差较

小，仍在工程应用误差允许范围内。理论计算结果

与有限元模拟结果存在误差的原因主要是：有限元

方法是一个近似方法。有限元法分析一般包括四个

步骤：物理模型的简化、数学模型的程序化、计算

模型的数值化和计算结果的分析。每一个步骤在操

作过程中都或多或少地引入了误差，这些误差的累

积就形成最终的误差结果。比如有限元离散化：选

不同类型单元 (在相同网格密度下) 所得结果的精

度不同以及约束条件和网格划分的密度，都会产生

一定误差。由表 5可以看出，自由边界条件下，对

于不同半径的压电片，其理论计算频率与有限元模

拟频率误差较小，比较一致；随着压电片半径的增

大即与金属片半径的接近，在 b＜24 mm 范围内换

能器的谐振频率一直在增大，当 b＞24 mm后反而

减小，为了保证较高的谐振频率，压电片尺寸不宜

选的过大，但是由图 3可知，压电片尺寸过小会降

低换能器的有效机电耦合系数，因此应综合考虑选

择合适的尺寸。其原因是由于压电片半径的增大减

小了金属片径向满足自由边界的长度，导致金属基

片弯曲振动的有效长度减小，从而影响频率增大，

其次压电片半径的增大导致三叠片弯振圆盘换能

器的等效刚度增大，从而影响谐振频率升高，因此

应综合考虑选择合适的尺寸。 

5  结 论 

用瑞利法对三叠片弯振圆盘换能器在三种不

同的边界条件下进行了理论研究，分别推导其谐振

频率及有效机电耦合系数表达式，通过数值计算分

析了换能器谐振频率及有效机电耦合系数随换能

器各结构尺寸参数的变化规律并进行比较，同时将

理论计算结果与有限元模拟结果比较，结果表明： 

不同边界条件下三叠片弯振圆盘换能器结构

参数对谐振频率和有效机电耦合系数影响不同；但

在不同边界条件下，换能器结构参数一定时可得到

自由边界条件下频率最大，固定边界条件下次之，

简支边界条件下最小；有效机电耦合系数随着金属

片厚度、陶瓷片厚度和陶瓷片半径变化时，分别都

有一个最大值，且进一步得到了不同边界条件下，

结构参数对有效机电耦合系数的影响情况为简支
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边界时最大，自由边界时次之，固定边界时最小。

在同一边界条件下，当其他尺寸一定时，有效机电

耦合系数随结构参数的变化不同，自由边界时压电

片厚度的影响最大，压电片半径的影响最小，金属

片厚度的影响次之；简支边界条件时三种结构参数

的影响基本一样；固定边界时，三种结构参数的影

响与自由边界时的影响基本相同。 

就谐振频率而言，三种边界条件中自由边界时

频率较其他两种边界都大，就有效机电耦合系数而

言，各种情况下的比较结果为简支边界时最大，因

此在换能器尺寸一定时，兼顾频率和有效机电耦合

系数选择自由边界最佳，而实际应用时应综合考虑

不同材料的不同厚度和半径。 

在不同边界下的理论计算频率与有限元模拟

频率误差较小，比较一致，同时也表明本文理论的

正确性，其结论为三叠片弯振圆盘换能器的设计和

实际应用提供了一定的理论支持。 
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