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二维阵列换能器声辐射力分布的计算分析 

徐佳新，马建敏 

(复旦大学航空航天系，上海 200433) 

摘要：利用角谱理论得到了圆形活塞换能器阵元组阵后作用在平面悬浮物体上的声辐射力分布公式。通过数值仿真，

分析了换能器频率、阵元间距以及阵元数目对声辐射力分布的影响。计算结果表明，换能器组阵使得声辐射力分布

的指向性变窄，强度增强；随着换能器频率的提高、阵元间距的增大以及阵元数目的增多，声辐射力分布的主瓣更

尖锐，但阵元间距的增大会使声辐射力分布的旁瓣增高。为了改善声辐射力的空间分布，采用伪逆矩阵算法，以能

量增益为目标函数，通过调节换能器阵元表面振动速度的幅值和相位来形成多焦点的声辐射力分布，为阵列换能器

声辐射力分布的调控和声悬浮稳定性的研究提供帮助。 
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Calculation and analysis of  acoustic radiation force distribution 
of  a two-dimensional transducer array 

XU Jia-xin, MA Jian-min 

(Department of  Aeronautics and Astronautics, Fudan University, Shanghai 200433, China) 

Abstract: According to angular spectrum theory, the distribution of  acoustic radiation force acting on the planar levi-
tation object is derived. Through numerical simulation, the influence of  transducer frequency, element spacing and the 
number of  elements on the acoustic radiation force distribution is analyzed. The analysis result shows that the transducer 
array enhances the intensity and directivity of  acoustic radiation force; with the increases of  frequency, element spacing 
and the number of  array elements, the main lobe of  acoustic radiation force distribution becomes sharper. However, 
increasing element spacing will raise sidelobes of  acoustic radiation force distribution. In order to improve space dis-
tribution of  acoustic radiation force and to form multi-focus acoustic radiation force distribution, the amplitude and 
phase of  the each element are adjusted by using the pseudo inverse matrix algorithm and choosing sound intensity gain 
as the objective function. It provides help for regulating the distribution of  acoustic radiation force and for the study of  
acoustic levitation stability. 
Key words: transducer array; angular spectrum theory; acoustic radiation force distribution; spatial regulation 
 

0  引 言1 

声悬浮较于磁悬浮，最大的优点就是不受悬

浮物材料限制，因此具有广阔的应用前景。国内

外学者在声悬浮方面也颇有研究。文献[1]中通过

驻波悬浮实现了无容器条件下 Ni-Sn 合金的共晶生

长。驻波比行波能产生更大的声辐射力，让物体

稳定在波节点处，但要求悬浮物体要远小于半波

长。对于大物体，可以采用近场悬浮，Su Zhao

等

[2]
激励直径为 120 mm 的铝圆盘，成功地将 16 g

的光碟悬浮了半波长高度。 
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为了获得更强的声辐射力，可采用换能器组

阵的方式，经过实验发现换能器组阵的确可以把

物体悬浮到更高位置，远远不只是近场悬浮所说

的半个波长高度；不过换能器组阵以后会使得声

场的指向性增强，并且悬浮物体受到的声辐射力

分布也变得很复杂。为了提高声悬浮的稳定性，

可以调节二维换能器阵元表面振动速度的幅值和

相位来调控声场，使得声辐射力分布趋于平均。

本文以圆形活塞换能器为例，采用角谱理论推导

出换能器组阵后作用在远场平面悬浮物体上声辐

射力的分布公式，分析换能器频率、阵元数目、

阵元间距对声辐射力分布的影响，并且采用伪逆

矩阵算法，以能量增益为目标函数，通过调节换能

器阵元的表面振动速度的幅值和相位来形成多焦

点的声辐射力分布。 
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1  换能器组阵声辐射力分布计算 

对于任意声场可以看成一系列不同振幅的平

面声波的叠加

[3]
： 

2

1 ˆ( , , ) d d ( , )
4π

exp(j( ))

x y x y

x y z

V x y z k k V k k

k x k y k z

+∞ +∞

−∞ −∞

= ⋅

+ +

∫ ∫
 

(1)

 

其中： ( , , )V x y z 是声场的速度分布； x y zk k k， ， 为波

数 k在直角坐标系三个方向的分量；j 为虚数单位。

x y zk k k、 、 和 k的关系如式(2)所示： 
2

2 2 2 2

2x y zk k k k
c

ω+ + = =   (2)
 

{ }ˆ( , ) ( , ) exp j( ) d dx y x y

s

V k k V x y k x k y x y= ⋅ − +∫∫  (3)
 

式(3)中：s 指声源有效振动面积， ( , )V x y 为声源表

面振动速度分布。 

假设半径为

a
的圆形活塞换能器阵元表面振

动速度分布如式(4)所示： 

j

0
,

( , )
0,

tv e r a
v x y

r a

ω ≤
=

>
  (4)

 

那么，该阵元的振动速度角谱由傅里叶-贝塞尔变换

可得

[4]
： 

2 2

12 j

0 2 2

( )
ˆ( , ) 2π

x yt
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x y

J k k a
v k k a v e

k k a

ω + ⋅
= ⋅

+ ⋅
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按照图 1 排布的换能器阵的振动速度角谱可以

采用阵列原理来计算。 

 
图 1  二维换能器阵列 

Fig.1  Two dimensional transducer array 

由图 1 可见，如果有 N个相同形状的换能器阵

元，每一个阵元都可以看成由其它阵元平移而来，

取阵元圆心坐标为 ( , )n n nO ξ η ，那么整个换能器阵表

面的速度分布为

[5]
 

0 0 0 0 0 0
1

( , ) ( , ) ( , )
N

n n
n

V x y v x y x yδ ξ η
=

= ∗ − −∑  (6) 

将式(6)代入式(3)，再由卷积定理，求出换能器

阵表面振动速度角谱为 

{ } { }0 0 0 0
1
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其中：

{ }FFT
表示傅里叶变换。 

 

图 2  平面物体的声悬浮 

Fig.2  Acoustic levitation of  a planar object 

由角谱理论可知，任意声场可以分解成一系列

振幅不同的平面声波

[3]
： 

ˆ( , ) exp(j( ))s x y x y zV V k k k x k y k z= ⋅ + +  (8) 

现只取其中的一束平面声波进行分析，由图 2 可

以看出，该平面声波的入射角为 
2 2

arccos( )
x y
k k

k
θ

+
=   (9) 

假设该束平面声波遇到上方无限大的平面物

体，在物体下表面发生全反射，那么换能器阵和悬

浮物之间的声场速度可以表示为 
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由换能器阵表面的速度边界条件： 
j( )

0
ˆ( , ) e x yt k x k y

x yz
V V k k

ω − −

= = ⋅  (11) 

将式(11)代入式(10)，可以得到声场速度表达式： 
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式(12)中，下角 i 和 r 分别代表入射和反射平面波。

对于平面行波，作用在物体上的声辐射力可以由式

(13)给出

[6]
： 

0 ( )ρ′=− ⋅F V V n   (13) 

其中：

0ρ 为介质密度；n为悬浮物体下表面的外法
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向方向；<⋅>为取时间平均。 

由于系统的对称性，平面悬浮物体所受到的 x

和 y方向的声辐射力合力为零，故本文只考虑竖直

方向上的声辐射力。将式(12)代入式(13)，可求出

由角谱法展开的单束平面声波作用在平面悬浮物

上，声辐射力在 z方向上的分量为 

0 0

2 2 2 2

0 0

( ) ( )

sin sin

z iz rz iz iz rz rz

i r

F F F V V V V

V V

ρ ρ

ρ θ ρ θ

′ ′ ′= + =− − + =

+
 

(14)
 

将式(12)代入(14)并且对任意方向的平面声波

所产生的声辐射力进行叠加，可以求出换能器组阵

以后作用在 Z h= 处平面悬浮物上声辐射力的分布： 
2 2

2j( )0

2 2

ˆ ( , ) sin1
e d d

4π 4sin

x yk x k yx y

z x y

z

V k k
F k k

k h

ρ θ − −= ⋅∫∫ (15) 

角谱法表示的积分即式(15)一般情况下很少有

精确解，一般都采用数值算法进行计算，但是当声

波频率比较高时，被积函数震荡剧烈，积分步长不

合适会引入很大的误差，故本文采用最快速下降

法

[7]
来进行计算，积分渐近公式为 
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其中：

0x
k 和

0y
k 为方程

0

0

f

x

f

y

∂ =∂
∂ =
∂

的解，即鞍点。 

比较式(15)和式(16)可知， 
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对于式(18)由 0, 0
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∂ ∂
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可以求出其鞍点
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在鞍点

0x
k 和

0y
k 处： 
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将式(17)～(20)代入式(16)中并化简，可近似求

出换能器组阵以后作用在平面悬浮物上的声辐射力

分布： 
2 2 2
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2  声辐射力分布的计算与分析 

通过以上对换能器组阵以后作用在平面悬浮

物上声辐射力分布公式的推导，本文以 MATLAB

为编程工具，对作用在平面悬浮物上声辐射力分布

进行计算仿真，分析换能器频率、阵元间距、阵元

数目对声辐射力分布的影响。在仿真过程中，假设

空气为理想介质，并取圆形活塞换能器半径

a=0.008 m，悬浮物体悬浮高度 h=0.01 m，阵列排

列形式如图 1 所示。为了方便观察，声辐射力分布

皆取在 xoz平面(见图 2)上进行分析。 

2.1  频率对声辐射力分布的影响 

由式(21)可知，考虑不同频率的换能器组阵对

声辐射力分布的影响。在矩形 3×3 排列、阵元间距

d=0.020 m 的换能器阵情况下，分别取换能器频率

为 5 kHz、10 kHz、20 kHz 经过仿真得到的声辐射

力分布如图 3 所示。 

 
图 3  声辐射力分布与频率的变化关系 

Fig.3  Relationship between acoustic radiation force distribution  
       and frequency 

通过图 3显然可以看出，提高换能器的频率，

作用在平面悬浮物体上的声辐射力分布指向性变

强，主瓣越来越尖锐。 

2.2 阵元间距对声辐射力分布的影响 

保持换能器阵元频率为 20 kHz 且换能器阵为
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矩形 3×3 排列不变，由式(21)分别计算矩形换能器

阵列的阵元间距 d=0.020，0.024，0.028时，声辐射

力分布情况如图 4 所示。可以看出，随着阵元间距

的增加，换能器阵总体尺寸变大，声辐射力分布的

主瓣变得尖锐，指向性增强。但是阵元间距的增加

会导致整个换能器阵列的单位面积的有效振动面

积减小，旁瓣不能得到有效抑制。 

 
图 4  声辐射力分布与阵元间距的变化关系 

Fig.4  Relationship between acoustic radiation force distribution 
      and element spacing 

此外，由于圆形换能器的频率固定，声波在特

定的介质中传播的波长 λ也是一定的，所以通常把

d/λ作为整体变量来研究阵元间距对指向性的影响。 

当换能器的频率为 20 kHz 时，对应的波长为

0.017 m，考虑到圆形换能器尺寸的影响，本文接下

来分别取 d/λ=1.5，2.5，3.5，来考虑 d/λ 与声辐射

力分布旁瓣的关系，如图 5 所示。 

 
图 5  声辐射力分布与 d/λ的关系 

Fig.5  Relationship between acoustic radiation force distribution 
      and d/λ 

由图 5 可以看出，当 d/λ=1.5、2.5、3.5时，在

x 正半轴对应的旁瓣数分别为 2、4、6，而对应的

栅瓣数分别为 1、2、3。随着 d/λ 的增加，旁瓣和

栅瓣的数目都会增加，但是主瓣越来越尖锐。其中，

声辐射力分布在 x正半轴的栅瓣个数与声场指向性

分布中 x正半轴的栅瓣个数

( )int /n d λ= ( int 指向下

取整)的分布规律相一致。 

2.3  阵元数目对声辐射力分布的影响 

同样保持换能器阵元的频率为 20 kHz，阵元间

距 d=0.020 m，换能器阵列分别为 3×3，5×5，7×7

排列，用式(21)仿真分析阵元数目对声辐射力分布

的影响。通过仿真分析得到作用在平面悬浮物体上

声辐射力分布随阵元数目的变化规律，如图 6 所示。 

从图 6 中可以看出，随着换能器数目的增加，

声辐射力的分布的指向性越来越尖锐而且旁瓣也

得到了有效地抑制。所以，应在条件允许的情况下

尽可能地增加换能器阵元的数目。 

 
图 6  声辐射力分布与阵元数目的变化关系 

Fig.6  Relationship between acoustic radiation force distribution  
       and number of  elements 

3  声辐射力分布的空间调控 

由以上对换能器组阵以后作用在平面悬浮物

上声辐射力分布的分析可知，换能器数目越多，辐

射的声能量越大，能够产生的声辐射力也越大。但

是随着换能器阵列阵元数目的增加，声场的指向性

增强，声辐射力也会向中间聚集，导致声悬浮不稳

定。为了提高声悬浮的稳定性，本文用伪逆矩阵算

法合成多焦点声场的相关理论

[8]
来调节换能器阵元

表面振动速度的幅值和相位，从而调控声辐射力的

空间分布。 

如果每个换能器阵元的表面振动速度不一致，

可以用

n
u 来表示第 n个阵元的复表面振动速度，

n
u

的模表示该阵元表面振动速度的幅值，

n
u 的相角表

示相位延迟，那么式(21)可以改写为 
2 2 2
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不妨取： 
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2 2
2 3 2

0 1 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 2
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那么，式(22)可以表示为 

2 2 2
1

j ( )
( , , ) exp

N
n n

z n
n

k x y
F T x y z u

x y z

ξ η
=

  − +
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+ +  
∑  (24) 

假设矩形换能器阵为 n n× 排列，所需控制的焦

点的数目为 M，则式(24)可以用矩阵形式表示为 

=Q HU   (25) 

其中：

T

1 1[ , ]Nu u u⋅⋅⋅U= 是阵元的复表面振动速度向

量；

T

1 1[ , ]Mq q q⋅⋅⋅Q= 中的每一个元素的平方是对应控

制点处的复声辐射力；H是他们之间的传输算子，

其表达式为 

2 2
2 3 2

0 1 2 2 2

2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2

jπ

( , )
2 ( ) ( )

2j
exp( ) exp(j )

sin ( )

exp j ( )

m m
m

m m m

m m m m m

m
m m m
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(26)
 

其中：

m
x 、

m
y 、

m
z 为第 m个控制点的坐标。 

当换能器数目大于控制点的数目时，换能器阵

元的复表面振动速度向量 U 可以用伪逆矩阵来表

示，表达式为 
T T 1( )+ ∗ ∗ −= =U H Q H HH Q  (27) 

其中，

T∗
H 表示矩阵 H的共轭转置。 

为了调控空间声辐射力的分布，实现稳定的声

悬浮，在悬浮物体底面设定多个幅值相同的控制

点，使得声辐射力在这些控制点处“聚焦”。因此，

就要求换能器阵产生的能量主要用于在控制点处

产生足够大的声辐射力，而在其他位置产生的声辐

射力很小。 

换能器阵产生的总声能量为 

*T0

2s

cs t
E

ρ ∆
= U U   (28) 

其中：s为换能器阵元的面积， t∆ 为换能器的作用

时间，c为对应介质中的声速。 

当物体稳定悬浮时，控制点处声辐射力相对于

其它位置足够的大，可以认为悬浮物仅仅是由控制

点处的声辐射力支撑，那么悬浮物体的重力势能可

以表示为 

T

1

M

g zm
m

E F S h S h∗

=

= ⋅∆ ⋅ = ⋅∆ ⋅∑ Q Q  (29) 

其中： S∆ 为控制点处声辐射力的近似作用面积；h

为悬浮高度。 

本文引入能量增益 G的定义如下

[9]
： 

T T

*T T T 1( )
G

∗ ∗

∗ ∗ −= =Q Q Q Q

U U Q HH Q
 (30) 

优化能量增益 G 使其最大化，就是让换能器

产生的声能量尽可能多地转化为悬浮物体的重力

势能，优化该函数的常用方法有改进特征向量

法

[10]
、遗传算法

[11]
等，都能取得有效的控制效果。

本文采用改进特征向量的方法来进行优化，以

T∗
HH 的最大特征值所对应的特征向量的相位作为

向量 Q中元素的相位，其幅值可以预先指定，则优

化后的向量

ɶQ可以表示为 
1 2j j j

1 2
[ e , e e ]M

M
q q q

θ θ θ=ɶ ɶ ɶ ɶ⋯Q  (31) 

此时，能量增益 G为 
T T

max*T T T 1( )
G λ

∗ ∗

∗ ∗ −= = =Q Q Q Q

U U Q HH Q
 (32) 

将式(31)代入(27)，即可求出每一个换能器阵

元的复表面振动速度。将求出的每个阵元的复表面

振动速度代入式(22)，即可得到调控以后的声辐射

力分布。 

4  声辐射力分布的空间调控算例 

本文选取的换能器阵列为矩形 15×15 排列，阵

元间距 d=0.020 m，换能器阵元半径为 a =0.008 m，

频率 f=20 kHz，空气中声速 c=340 m·s-1
，悬浮高度

h=0.40 m。 

根据第 3 节的理论，选取边长为 0.10 m 的正方

形 4 个顶点作为控制点，以 MATLAB 为编程工具，

求取

T∗
HH 的最大特征值所对应的特征向量，并以

其相位作为向量 Q 的相位，这里向量 Q 中元素的

幅值均取为 1，得到优化后的向量

ɶQ，代入式(27)

即可计算出每个换能器阵元表面的振动速度幅值

及相位。再将求出的每个阵元的复表面振动速度代

入式(22)，即可得到调控以后的 4 焦点声辐射力的

分布，如图 7 所示。 

当然，还可以根据平面悬浮物体的尺寸，适当

增加焦点的数量或者调节焦点的位置。比如可以产

生如图 8所示的以边长为 0.04 m的正方形和边长为

0.12 m 的正方形的顶点为控制点的 8 焦点声辐射力 
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图 7  四个焦点的声辐射力分布 

Fig.7  Acoustic radiation force distribution with 4 focal points 

 
图 8  八个焦点的声辐射力分布 

Fig.8  Acoustic radiation force distribution with 8 focal points 

分布，能够实现更稳定的声悬浮。 

5  结 论 

本文运用角谱理论对换能器组阵后作用在平

面悬浮物体上的声辐射力分布公式进行推导，并且

分析了换能器频率、阵元间距以及阵元数目对声辐

射力分布的影响，得到了以下结论： 

(1)换能器频率的提高，阵元间距以及阵元数

目的增加，都会导致作用在平面悬浮物体上的声辐

射力分布的主瓣更加尖锐；但是增大阵元间距会使

得对声辐射力分布的旁瓣抑制效果减弱； 

(2)通过伪逆矩阵算法，以能量增益为目标来

调节换能器阵元的振幅和相位，可以形成多焦点的

声辐射力分布，为阵列换能器声辐射力分布的空间

调控和声悬浮稳定性研究提供了新思路。 
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