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均匀海洋波导本征值问题的多模态分析方法 

魏 旺，王 斌，范 军 

(上海交通大学高新船舶与深海开发装备协同创新中心，海洋工程国家重点实验室，上海 200240) 

摘要：针对传统搜根法求解本征值依赖于初值的设定、精度不高且容易丢根等问题，提出了基于多模态展开方法的

本征值、本征函数的快速求解方法。用正弦函数作为深度方向声压的正交函数基，对波动方程进行模态展开，将超

越方程的搜根问题转化为正交展开系数矩阵的特征值分解，在求解本征值的同时得到本征函数。运用该方法对一些

典型的海洋波导进行了数值计算，得到了单层等声速波导、具有声速剖面的波导，以及双层波导的本征值与本征函

数结果，并与标准计算结果进行对比，证明该方法是合理且可行的。 
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Multimodal analysis method for eigenvalue problems 

in homogeneous ocean waveguide 

WEI Wang, WANG Bin, FAN Jun 

(Collaborative Innovation Center for Advanced Ship and Deep-Sea Exploration, State Key Laboratory of  Ocean Engineering,  

Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China) 

Abstract: Due to the inefficiency of  traditional root-finding method and its dependence on initial value, in this paper, a 

multimodal expansion method is proposed to solve the problems of  eigenvalues and eigenfunctions in the homogeneous 

ocean waveguide. The sine function is chosen as the orthogonal basis function of  the sound pressure in the depth direc-

tion. The eigenvalues can be obtained by decomposing the matrix of  the expansion coefficients together with the ei-

genfunctions rather than finding root in transcendental equation. Numerical validation of  this method is carried out in 

the single-layer isovelocity waveguide, the waveguide with sound velocity profile and the double-layered waveguide and 

proves that this algorithm is reasonable and feasible. 
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0  引 言1
 

简正波理论

[1]
是用来分析波导中声传播准确解

的常用方法，在单层等声速波导中通常能够得到本

征值和本征函数的解析式从而简化计算。但在一些

复杂的情况下(例如具有声速剖面的波导、双层波

导)，由复杂边界带来的超越方程的搜根问题，使得

本征值、本征函数的计算量很大。目前已有的常用

的方法有图像法、牛顿迭代法等，但这些方法的计

算速度慢，精度低，且会受到设定初值的影响，从

而产生丢根和漏根的情况。为了提高本征值的求解

效率，谱方法

[2]
被应用于求解波导中的超越方程， 
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避免了传统搜根法带来的漏根，且具有较快的收敛

速度，其中较为常用的是切比雪夫(Chebyshev)多项

式进行迭代计算，但该方法在某些参数选取不恰当

时带来的收敛性并不理想

[3]
。 

PAGNEUX 等
[4]
、BI 等

[5]
在计算声管中的声传

播时提出了多模态方法 (Multimodal Approach, 

MA)，用正弦或者余弦函数作为谱方法中的正交

基，求解出声管中的本征函数，比搜根法具有更高

的效率。虽然与切比雪夫多项式相比，多模态方法

需要更高的截断阶数，但其结果总是收敛的，在不

同边界条件下的均匀、非均匀波导中都具有一定的

应用前景。 

本文将该方法推广至海洋波导中，将超越方程

的搜根问题转化为正交展开系数矩阵的特征值分

解。计算了单层及双层波导的本征值与本征函数，

通过与解析解以及简正波程序 KRAKEN 的结果对

比，验证了该方法的有效性，为进一步研究均匀、

非均匀波导中的声传播提供了新的思路。 
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1  均匀海洋波导中的多模态方法 

如图 1所示的轴对称均匀波导中，水平和深度

方向分别是 r轴和 z轴，假设海面位于 z=0处，海

底位于 z=h处。海底以下直到 H是沉积层。波导中

海水声速 ( )w
c z 在竖直方向上连续变化，密度为常

数

w
ρ ，沉积层的声速和密度分别为常数 bc 和 bρ 。 

 
图 1  均匀波导模型 

Fig.1  Model of  the homogeneous waveguide 

波动方程的柱坐标表达式为

[1]
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其中： ( ) 2 / ( )k z f c z= π ， ( )c z 在海水和海底中分别记

为 ( )wc z 和 bc ；f为声源频率；p代表声压，其满足

海面自由、海底处声压和法向振速的连续条件： 
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假设 y=H处为刚性边界，即 

0
z H

p

z =

∂ =
∂   (3) 

通常情况下，根据式(2)的前两个条件，可以设

本征函数具有式(4)的形式
[6]
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其中， ( )2 2

w b
1

m
k kα λ= + − 、 ( )2

b
j

m
kβ λ ε= + 分别为海

水层和沉积层的垂直波数， mλ 为本征值，

w w2 /k f c= π ， b b2 /k f c= π ，虚部系数ε由海底的吸
收引起。再根据式(2)的第 3个条件，可以得到： 
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因此，本征方程的求解转化为对超越方程(5)的

搜根问题。一般的解法有图像法、牛顿迭代法等，

但这些方法速度慢、精度不高且依赖于初值。因此

这里引入多模态展开方法

[7]
，令： 
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式中， ( )m
P r 为不同阶的展开系数。正交函数 mψ 满足 
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其中： 
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设

m
ψ 具有如式(4)所示的形式： 

( ) ( )2
sinm mz z

H
ψ α=   (9) 

其中： 

2 1

2m

m

H
α += π    (10) 

使用正弦函数的优势在于，其任意阶导数都具

有解析表达式，避免了数值发散(例如使用切比雪夫

多项式

[2]
)。计算时，通常取 0,1, , 1m M= ⋅⋅⋅ − 的前 M

阶进行截断，即 

( ) ( ) ( )T,p r z z r=Ψ P   (11) 

其中， ( )zΨ 是由正交函数 ( )m zψ 组成的 M元列向

量，上标 T 表示转置， ( )rP 表示不同阶的展开系

数 ( )m
P r 组成的 M元列向量。 

将式(1)两边进行 ( )
0

d
H

n z zψ⋅∫ 算子计算，再代

入式(6)，得到 

( ) ( ) ( )1
0r r r

r
′′ ′+ + =P P AP   (12) 

其中， ( )r′′P 、 ( )' rP 分别表示由 ( )m
P r′′

、 ( )m
P r′

组成

的列向量，A是M M× 维矩阵： 
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矩阵 A经特征值分解得到 
*=A XΛX    (17) 

其中，Λ代表矩阵 A的特征值 md 组成的对角阵。X

代表特征向量组成的列矩阵。 

根据式(12)与式(17)可以得到 

( ) ( ) ( )* *1
0r r r

r
′′ ′+ + =          

*
X P X P Λ X P   (18) 

式(18)为零阶贝塞尔方程，其具有通解形式 
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其中，+、−分别表示向外、向内传播的分量。

1
D

和

2
D 分别满足： 
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其中，

( )1

0H 和

( )2

0H 为第一类、第二类汉克尔函数，

分别对应向外行进的波、向内行进的波，

1
C 和

2
C 为

简正波展开系数。推导至此，

T
Ψ X 即为简正波振型

(本征函数)， md 为水平波数的平方，即本征值。 

对于二维波导情况，距离和深度方向分别为 x

和 y轴，波动方程满足： 
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两边进行

0
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n yψ⋅∫ 算子计算，得到 
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其通解为 
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关于本征值的超越方程搜根问题被转换为矩阵

的特征值问题，同时可以得到本征函数，因此尤其

适合于本征函数无解析表达式的情况。 

2  数值验证与分析 

本节分别给出多模态方法在单层等声速波导、

具有声速剖面的波导以及双层波导的本征值与本征

函数计算结果，并与一些标准结果进行对比验证，

其中通过本征函数(振型)的分布可以看出各个模态

的传播规律。 

2.1  单层波导的本征值与本征函数 

单层等声速波导中，设水中密度

w
ρ =1 000 

kg·m-3
，海底为水平边界，水深 H=500 m，分析频

率为 25 Hz，等声速情况下设其声速
w
c =1 500 m·s-1

为常数。由于是单层波导，令双层模型中的

b w
ρ ρ= ，

b w
ρ ρ= ，即 h=H，具体推导过程不再重复。 

等声速情况下，波导中的声场分布情况可以写

成解析解的形式

[8]
，其中本征值可以表示为 

( ) ( )
2 2

2 1

2rm
k m

c H

ω π = − +  
 (25) 

表 1给出了解析解与多模态展开方法的计算结

果，由于单层波导中的本征方程及其导数有较好的

连续性，因此用较低的模态阶数即可得到较为准确

的计算结果，这里将截断阶数选取为 16。 

表 1  等声速波导本征值 

Table 1  Eigenvalues of isovelocity waveguide 

阶数 本征值(解析解) 本征值(多模态展开法) 

0 1.096×10-2 1.096×10-2 

5 0.977×10-2 0.977×10-2 

10 0.661×10-2 0.661×10-2 

15 1.482×10-2 1.482×10-2 

本征函数如图 2所示，可以看到多模态方法的

本征值、本征函数计算结果与解析解具有很好的一

致性。 

 
图 2  等声速波导本征函数 

Fig.2  Eigenfunctions in isovelocity waveguide 

当波导中随深度方向具有声速剖面时，假设该

声速剖面如图 3所示，声速剖面的表达式为
[9]
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在具有声速剖面的情况下，本征值和本征函数 
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图 3  声速剖面示意图 

Fig.3  A typical sound velocity profile 

没有解析解，因此可以通过数值方法进行计算，这

里将 KRAKEN 计算程序的数值结果作为标准解与

多模态展开方法进行比较，波导中除声速外其他参

数与等声速情况一致，其本征值计算结果如表 2所

示。在同样的计算机运行环境中，KRAKEN方法的

计算时间为 0.342 s，多模态展开算法的计算时间为

0.017 s。另外，通过观察本征值的数量级可以知道，

相邻模态的本征值之差很小，这就对搜根法提出了

更为严格的要求。若搜根的步长过大，很容易产生

漏根，若步长过小，则会产生较多重根，从而导致

计算效率的降低。本征函数结果如图 4所示，可以

看到两种方法的计算结果相吻合。另外，通过对比

图 2与图 4可得，等声速情况下本征函数在深度方

向上均匀分布，而在具有声速剖面时，低阶模态主

要集中在低声速区域传播。 

表 2  变声速波导本征值 

Table 2  Eigenvalues in the waveguide with sound velocity profile 

阶数 本征值(KRAKEN) 本征值(多模态展开法) 

0 1.3221×10-2 1.3192×10-2 

5 1.0128×10-2 1.0119×10-2 

10 0.6506×10-2 0.6506×10-2 

15 0.1583×10-2 0.1401×10-2 

 
图 4  变声速波导本征函数 

Fig.4  Eigenfunctions in the waveguide with sound velocity profile 

 

2.2  双层波导的本征值与本征函数 

下面讨论双层波导的本征值与本征函数。分层

波导中的本征值与本征函数依然没有解析解的形

式。设总深度 H=2 000 m，水深 h=100 m，水中声

速为

w
c =1 500 m·s-1

，密度为

w
ρ =1 000 kg·m-3

，海

底沉积层中的声速为

b
c =1 700 m·s-1

，密度为

b
ρ =1 000 kg·m-3

。由于本征函数的导数在海底界面

处的不连续性，通常需要较高的模态截断阶数进行

计算以得到可靠结果。这里将模态的截断阶数取为

200，表 3 给出了两种方法得到的本征值，其中

KRAKEN 计算时间为 0.371 s，多模态展开算法的

计算时间为 0.061 s。本征函数结果如图 5所示，可

以看到，不同的深度上各阶模态的主要传播区域有

所不同，只有前 2阶模态主要在水中传播。 

表 3  双层波导本征值 

Table 3  Eigenvalues in double-layered waveguide 

阶数 本征值(KRAKEN) 本征值(多模态展开法) 

0 1.0427×10-2 1.0393×10-2 

5 0.8503×10-2 0.8503×10-2 

10 0.8336×10-2 0.8335×10-2 

15 0.8034×10-2 0.8032×10-2 

 
图 5  双层波导本征函数 

Fig.5  Eigenfunctions in double-layered waveguide 

3  结 论 

本文提出了海洋波导中本征值、本征函数求解

的多模态展开方法，将本征函数用正弦函数作为正

交基进行展开，将关于超越方程的搜根问题转化为

展开系数矩阵的本征值求解问题，从而避免了传统

方法求解速度慢、需要设定迭代初值等缺点。由于

正弦函数具有无穷阶的可导性，因而可以保证结果

的收敛性。另外，若将该方法用于海底无限深的声

学半空间模型，需引入海底吸收并保证底部边界具

有足够的深度。本文通过数值计算，验证了该方法
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在求解等声速波导、声速剖面波导以及分层均匀海

洋波导中本征值与本征函数的准确性，为分析均匀、

非均匀海洋波导的声传播问题提供了新的思路。 
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