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厚圆盘弯曲振动辐射声场指向性研究 

张宁宁 
(渭南师范学院数理学院，陕西渭南 714099) 

摘要：厚盘辐射体机械强度高，横向尺寸小，在高频大功率声辐射条件被广泛应用。基于Mindin理论对厚圆盘的弯

曲振动辐射声场特性进行了研究，推导出三种边界条件下厚圆盘辐射声场指向性的数值表达式，编制程序并研究其

声辐射特性。结果表明，不同边界条件下的相同尺寸厚圆盘各阶指向性的尖锐程度不同，其中固定边界条件下辐射

主声束角宽度最窄即指向性最尖锐，自由边界条件下主声束角宽度最宽，即指向性最不尖锐，简支边界条件次之；

并且随着振动阶数和厚度的增加，各边界条件下厚圆盘的辐射声场主瓣指向性越来越尖锐，旁瓣逐渐增加，指向性

变得越来越复杂。对同一频率、不同材料的厚盘，材料对其指向性的影响较小，但对同一尺寸、不同频率的厚盘，

材料对其指向性的影响较大，研究结果对厚盘弯曲振动辐射体的应用提供了参考。 
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Research on directivity of  sound field of  thick circular 

plate bending vibration  

ZHANG Ning-ning 
(Mathematics and Physics Institute, Weinan Normal University, Weinan 714099, Shaanxi, China) 

Abstract: The thick disk radiator is a good choice for high power and high frequency sound radiation because of  high 

mechanical strength and small lateral size. The sound field characteristics radiated by the flexural vibration of  thick 

disk are studied based on Mindin theory. Numerical expression of  the sound field directivity for thick circular plate 

under three boundary conditions is derived and its sound radiation characteristics are studied with the compiled pro-

gram. Results show that the directivities of  the same size thick disk under different boundary conditions are different: 

under the fixed boundary condition the sound radiation directivity is the best, and the next under the simply supported 

boundary condition, the worst under free boundary condition; moreover, with the increase of  the thickness, under dif-

ferent boundary conditions the main lobes of  the radiation sound field all become sharper, and correspondingly the 

sidelobes increase gradually, thus the directivity becomes more and more complex. For the thick disk of  the same fre-

quency, the material has little influence on its directivity; however, for the thick disk of  the same size, the material has a 

great influence on its directivity. The results provide a reference for the practical application of  the thick disk flexural 

vibration radiator.  

Key words: Mindin theory; flexural vibration of  thick disk; directivity of  radiated sound field 

 

0  引 言1 

一般换能器的声阻抗远大于空气的声阻抗，所

以应设计一种新型换能器满足其阻抗要求。复合弯

振换能器可以使其声辐射效率和指向性得到明显

提高，已经得到广泛应用

[1-5]
。文献[6-7]分别对阶梯

圆盘弯曲振动辐射声场和辐射阻抗进行了比较详
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细的研究。目前对圆盘及阶梯圆盘弯曲振动特性及

声场的研究相对比较成熟，但大多采用没有计入剪

切形变影响的薄板理论，随着板的厚度增加，该理

论的误差较大。指向性是描述声辐射体将声波辐射

到各个方向的能力大小的一个物理量，是描述声场

特性比较重要的物理量

[8-9]
，因此在实际应用中具有

指向性的声辐射体被广泛使用。文献[10]对任意阵

型的水声换能器的辐射声场进行研究，文献[11]对

阶梯型圆盘复合换能器的指向性进行了系统的研

究。在高频大功率声辐射条件下，经常需采用机械

强度高、横向尺寸小的中厚盘

[12-15]
。目前对中厚盘

的辐射声场指向性的研究不多，文献[16-17]利用有

限元法对厚圆盘在不同边界条件下的基频弯曲振
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动辐射声场进行研究。为了进一步详细而全面地研

究厚圆盘的辐射声场特性，本文在应用 Mindin 理

论对厚圆盘的弯曲振动研究基础上

[15]
，推导出厚圆

盘在三种不同边界条件下的弯曲振动辐射声场指

向性的通用表达式，利用计算机编程对其声辐射特

性进行详细研究，其结果对大功率弯曲振动辐射体

的实际应用可提供一定的理论参考。 

1  弯曲振动厚圆盘的频率方程 

1.1  Mindin理论 

假设厚圆盘的半径为 a，厚度为 h，上下表面

不受切向力。根据 Mindlin 理论，有如下形式的质

点位移

[15]
： 

( , , ), ( , , ), ( , , )r ru z r t u z r t r tθ θψ θ ψ θ ϖ θ= =  (1) 
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其中，

r
u uθ ϖ、 、 分别表示径向、切向、z向的位移。 

弯矩和剪力分别为 
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位移函数 1 2ϖ ϖ、 分别满足： 
2 2 2 2
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其中： 
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式中，

3 2 2/12(1 ) /12D Eh kν= − =π 。 Dρ ω、 、 分别

为盘的密度、角频率、弯曲刚度常数， R S、 分别

为转动惯量和横向剪切变形的影响，ν 为泊松比。
当 0r= 时，圆盘的ϖ 不能为无限大，由对称性可知

(0, ) 0ru z = ，弯矩
rM 以及剪力 rQ 的表达式为 

1 1 1 1 1 2 2 2 1 2(1 )J ( ) (1 )J ( )r A r A rψ δ σ δ δ σ δ= − + −  (6) 
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式中，

0J ( )irδ ，

1
J ( )

i
rδ 分别为为零阶、一阶贝塞尔

函数， 1 2A A、 是由边界条件决定的待定常数。 

1.2  不同边界条件下厚圆盘的弯曲振动频率方程 

自由边界条件下，圆盘边界处的弯矩和剪力为

0，由式(8)、(9)可得
[15]
： 
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1 1 0 1 2 2 0 2
J ( , ) J ( )' 'A a A aσ δ σ δ=  (11) 

根据式(10)、(11)可确定系数
1 2A A、 。将其代入

式(7)即可得自由边界条件下圆盘的横向位移。根据

式(10)、(11)可得厚圆盘在自由边界条件下的弯曲振

动共振频率方程为 
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简支边界条件下，圆盘边界处的横向位移和弯

矩为 0，由式(7)、(8)可得： 

1 0 1 2 0 2J ( ) J ( ) 0A a A aδ δ+ =   (13) 
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根据式(13)、(14)可确定系数
1 2A A、 。将其代入

式(7)即可得自由边界条件下圆盘的横向位移。根据

式(13)、(14)可得简支边界条件可确定厚圆盘在简支

边界条件下的弯曲振动共振频率方程为 
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固定边界条件下，圆盘边界处的横向位移及其

导数等于零，由式(7)可得： 

1 0 1 2 0 2J ( ) J ( ) 0A a A aδ δ+ =   (16) 

1 1 1 0 1 2 2 2 0 2(1- )J ( ) (1- )J ( ) 0A a A aδ σ δ δ σ δ+ =  (17) 

根据式(16)、(17)可确定系数
1 2A A、 。将其代入

式(7)即可得自由边界条件下圆盘的横向位移。根据

式(16)、(17)可确定厚圆盘在固定边界条件下的弯曲

振动共振频率方程为 

0 2
2 2 1 2 1 1 1 1
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δ
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由频率方程(12)、(15)、(18)可知，如果其他参

数给定且圆盘半径不变，三种边界条件下，相同厚

度的圆盘弯曲振动的谐振频率是不同的，且比较研

究可知，固定边界时的谐振频率大于自由边界条件
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时的谐振频率，但两种情况下自由边界条件和固定

边界条件的谐振频率远大于简支边界条件的谐振

频率。 

图 1、2分别是厚度为 6 mm、直径为 50 mm的

厚圆盘在三种边界条件下的基频振型图和位移分

布图。三种边界边界条件下，自由边界下中心位移

最大，固定边界和简支边界下相比固定边中心位 

 
(a) 自由边界基频 40.8 kHz振型图 

 
(b) 固定边界基频 39.4 kHz振型图 

 
(c) 简支边界基频 25.5 kHz振型图 

图 1  不同边界下基频振型图 

Fig.1  Fundamental frequency mode diagrams under  

          different boundary conditions 

 
(a) 自由边界下基频 40.8 kHz横向位移 

 
(b) 固定边界下基频 39.4 kHz横向位移  

 

 
(c) 简支边界下基频 25.5 kHz横向位移 

图 2  不同边界下基频横向位移 

Fig.2  Transverse displacements of  fundamental frequency  

          under different boundary conditions 

移相对大些，但边界处的横向位移为 0，这些结论

与板的振动理论是相符的。 

2  弯振厚圆盘的声场指向性推导 

厚圆盘作轴对称的弯曲振动，由式(7)可得，其

中心的横向位移和振动速度分别为 

1 0 1 2 0 2
[ J ( ) J ( )]exp(j )A r A r tϖ δ δ ω= +  (19) 

1 0 1 2 0 2
j [ J ( ) J ( )]exp(j )u A r A r t

t

ϖ ω δ δ ω∂= = +
∂

 (20) 

速度振幅为：

1 0 1 2 0 2
j [ J ( ) J ( )]U A r A rω δ δ= + 。取圆盘圆

心 O为坐标原点，其上表面位于 xy平面，z轴垂直

于盘面并过中心，如图 1所示。厚圆盘所产生的辐

射声场关于 z轴是对称的，因此可认为场点 ( , )p r θ
是位于 xz平面上且到原点的距离为 r，位移矢量 r

与 z轴的夹角为θ 。 

 
图 3  厚圆盘声场计算示意图 

Fig.3  Sound field calculation of  thick disk 

根据点状声源辐射声压的计算方法，可得厚圆

盘弯曲振动所产生的辐射声压为 

0d j exp[j( )]d
2

S S

k c
p p U t kl S

l

ρ
ω= = −

π∫∫ ∫∫  (21) 

其中，l是圆盘表面的点源dS到坐标原点的距离，

0
c kρ 、 分别是特性阻抗和波数。r a≫ ，因此式(21)
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中 l r≈ ，由图 3 有： 2 2 2 2 cosl r rρ ρ β= + − ，展开该

式，且 r ρ≫ ，所以 l可表示为 cosl r ρ β= − ，式(15)

变为 

0j exp[j( )]
2

exp(j cos ) d d

k c
p t kr U

r

k

ρ
ω

ρ β ρ ρ ϕ

= − ⋅
π ∫∫  

(22)

 

由图 1 有 cos sin cosβ θ ϕ⋅= =r
r

ρ
ρ

，其中 =ρ  

(cos (cos sin ), (sin cos )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = +i i j i jρ r r 。 

将以上结果代入式(16)，可得： 
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由以下贝塞尔函数的性质： 
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式(23)可写为 
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0 1 2
J ( sin )J ( )]}k ka aθ δ  (25) 

式(25)的推导过程并没有涉及厚圆盘的具体边

界条件，因此其结果对各种边界条件下的辐射声场

的计算都适用。由式(25)可得弯振厚圆盘辐射声场 

 

 

的指向性公式： 

0 1
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其中，

1 2
A A、 是由厚圆盘的边界条件来确定的常数。

在不同边界条件下，厚圆盘的共振频率方程是不同

的，因此其辐射声场指向性也是不同的，为了全面

了解辐射声场特性，因此有必要进行以下研究。 

3  弯振厚圆盘声场指向性的比较 

取厚圆盘材料为 45 号钢，相关参数为：密度

ρ =7.8×103 kg·m-3
，泊松比 0.28ν = ，弹性模量

E=21.6×1010 N·m-2
，剪切模量 G=8.4×1010 N·m-2

，

波速 c=5 050 m·s-1
，频率可由方程(12)、(15)、(18)

确定。由式(26)可知，当厚圆盘的尺寸和材料参数

确定后，就可得到不同边界条件下弯曲振动厚圆盘

的声场指向性。 

3.1  不同边界条件下不同振动模式和相同尺寸厚

圆盘的指向性比较 

对厚度为 16 mm、直径为 50 mm的厚圆盘，通

过式(26)对不同边界条件下的指向性进行研究，结

果如图 4～6所示。 

由图 4～6 比较可得自由、固定和简支边界弯

曲振动厚圆盘辐射声场指向性各有特点。自由边界

下弯振圆盘辐射能量在中心轴分布少，随着振动阶

数的增加，厚盘辐射能量在中心轴上分布增多，相

比之下，能量仍主要分布在两侧。简支、固定边 

     
(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 4  振动模式基频 n=1时的声场比较 

Fig.4  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=1 
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(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 5  振动模式 n=2时的声场比较 

Fig.5  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of n=2 

     
(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 6  振动模式 n=3时的声场比较 

Fig.6  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=3  

 

界下弯曲振动圆盘辐射能量分布在中心轴上，能量

分布相对较集中。随着振动阶数的增加，主瓣越来

越尖锐，旁瓣逐渐增加，指向性变得越来越复杂。

比较可得简支、固定边界下弯曲振动厚圆盘声场指

向性相对较好，但固定边界下的弯曲振动厚圆盘的

指向性更尖锐，自由边界下辐射声场指向性最不

尖锐。随着振动阶数的增加，简支、固定边界下的

弯曲振动厚圆盘的声场指向性变得比较尖锐，但旁

瓣能量分布也较多，因此在实际应用时应统筹兼顾。

在高频、大功率条件下，可应用厚盘能够克服薄盘

机械强度不足的缺点，研究结果为大功率弯曲振动

辐射体的应用提供参考。 

3.2  不同边界条件下不同尺寸厚圆盘基频 

指向性的对比  

取厚度分别为 8、12、16、20 mm，直径为 50 mm  

     
(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 7  振动模式 n=1时的声场比较 (8 mm) 

Fig.7  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=1 (8 mm) 
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(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 8  振动模式 n=1时的声场比较 (12 mm) 

Fig.8  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=1 (12 mm) 

     
(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 9  振动模式 n=1时的声场比较 (16 mm) 

Fig.9  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=1 (16 mm) 

     
(a) 自由边界                          (b) 固定边界                          (c) 简支边界 

图 10  振动模式 n=1时声场比较 (20 mm) 

Fig.10  Comparison of  the sound field at the fundamental frequency vibration mode of  n=1 (20 mm) 

 

的圆盘，通过式(26)对不同边界条件下的基频指向

性进行研究，结果如图 7～10所示。 

由图 7～10可知，自由边界条件下基频振动模

式的弯振厚圆盘在中心轴上能量分布较少，主要分

布在中心轴两侧，辐射能量较分散，辐射主声束角

宽度比较宽。固定边界和简支边界一阶振动模式

下，弯振厚圆盘辐射能量分布在中心轴上，在中心

轴两侧没有能量分布，都没有旁瓣，辐射主声束角

宽度比较窄。对以上各图进行比较可知，在三种边

界条件下，随着厚度的增加，指向性都变得越来越

尖锐。其结果表明弯曲振动厚圆盘辐射能量在中心

轴上变得越来越集中，声场指向性好。在同边界条

件基频振动模式下，厚板指向性比薄板尖锐。 

3.3  指向性与材料的关系 

在同一弯曲振动谐振频率下 (取频率为

70 kHz)，材料分别为铝、钢、铜的厚盘指向性如图

11 所示。从图 11 可看出，对固定边界条件下，同

一种谐振频率、不同材料的指向性变化不大，这说 
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(a) 铝                                 (b) 钢                              (c) 铜 

图 11  不同材料圆盘的 70 kHz声场 

Fig.11  Sound fields of  disk with different materials at 70 kHz 

     
(a) 铜                               (b) 铝                              (c) 钢 

图 12  同尺寸不同材料圆盘声场 

Fig.12  Sound fields of  the same size disk with different materials 

 

明厚盘材料对其指向性的影响较小。图 12 为同尺

寸、不同材料厚盘的声场指向性图。由图 12 可

知，对于同尺寸、不同频率的厚盘，钢材料的指向

性最好，铜材料最小，铝材料次之，因为同尺寸下

钢材料厚板的谐振频率最大，而铜材料对应的频率

最小。 

4  结 论 

(1) 厚盘辐射体机械强度高，横向尺寸小，在

高频大功率声辐射条件下经常被应用。应用Mindin

理论结合具体边界条件计算得到了 3种边界条件下

厚圆盘弯曲振动的谐振频率方程，并给出了 3种边

界条件下圆盘基频的振型图和横向位移分布图。 

(2) 推导出 3 种不同边界条件下厚圆盘辐射声

场指向性的数值表达式，利用计算机编程对其声辐

射特性进行研究。在不同边界条件下，尺寸相同的

厚圆盘各阶指向性的尖锐程度是不同的，研究结果

表明固定边界条件下的辐射声场指向性最尖锐，自

由边界条件下声场指向性最尖锐，简支边界条件

次之。 

(4) 对不同尺寸、不同边界条件厚圆盘指向性

的对比可知，基频振动模式下，随着厚度的增加，

各边界条件下厚圆盘的辐射声场指向性变得越来

越尖锐。研究结果对厚盘弯曲振动辐射体的实际应

用可提供理论依据。 

(5) 对于谐振频率和边界条件相同而材料不同

的圆盘的指向性，材料对其声场指向性的影响较

小；对于同尺寸、不同频率的厚圆盘，材料对厚盘

声场指向性的影响较大。 
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