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混响背景下基于分数阶傅里叶变换的 

自适应 LMS 滤波算法 

马 凯，王易川，陈 喆，程玉胜 
(海军潜艇学院航海观通系，山东青岛 266000) 

摘要：针对强混响背景下经典的最小均方误差(Least Mean Square, LMS)滤波算法难以有效地实现信混分离的问题，

提出一种基于分数阶傅里叶变换的自适应 LMS 算法。首先将混响信号和自适应 LMS 滤波算法中的参考信号进行分

数阶傅里叶变换，寻找最优变换域，并在分数阶域进行带通滤波，然后将得到的信号进行分数阶傅里叶反变换，最

后将基于正态分布曲线的变步长 LMS算法应用于此混响条件下进行滤波。仿真和海试数据验证结果表明，在信混比

为 0 dB的情况下，算法仍可以有效地滤除混响，使信混比提高 6 dB。 
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Adaptive LMS filtering algorithm based on fractional Fourier 

transform in reverberation background 

MA Kai, WANG Yichuan, CHEN Zhe, CHENG Yusheng 
(Navigation and Observation Department, Navy Submarine Academy, Qingdao 266000, Shandong, China) 

Abstract: Aiming at the problem that the classical least mean square (LMS) filtering algorithm in the strong reverbera-

tion background is difficult to separate signal and reverberation effectively, an adaptive LMS algorithm based on frac-

tional Fourier transform (FRFT) is proposed. Firstly, FRFT is performed to the reverberation signal and the reference 

signal of  adaptive LMS filtering algorithm to find out the optimal transform domain, and the band-pass filtering is per-

formed in the fractional order domain, then the fractional Fourier inverse transform (FRFIT) is performed to the ob-

tained signal; and finally the variable-step-size LMS algorithm based on normal distribution curve is used for filtering in 

this reverberation condition. The verification results of  simulation and sea-trial show that the algorithm can effectively 

filter out the reverberation under a signal-to-reverberation ratio of  0.3 dB, and the signal-to-reverberation ratio is im-

proved by 6 dB. 
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0  引 言1 

最小均方误差(Least Mean Square, LMS)算法

是由 Hoff和 Widrow在 1960 年提出的，它计算量

小，并且算法简单容易实现

[1-3]
，被广泛用于信号处

理的各个方面。此外，LMS算法还可用于处理非平

稳信号

[4]
，这是因为它不需要预知信号和噪声的自

相关函数。但在固定步长的 LMS 算法中，收敛速

度和稳态误差是一对矛盾：收敛速度越快，稳态误
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差越大。针对此问题，提出了各种变步长 LMS 算

法

[5-11]
，这些算法在迭代初始阶段，为获取较快的收

敛速度，采用较大步长；当算法收敛后，为获得较

小的稳态误差，采用较小的步长因子。 

变步长 LMS 算法的出现，解决了收敛速度和

稳态误差之间的矛盾，但在信混比较低的情况下，

性能较差，尤其随着现代主动声呐向低频、大功率

的方向发展，混响对主动声呐性能的影响日趋凸

显，如何提高算法在低信混比下的性能显得尤为重

要。利用时域和频域结合的处理方法，包括小波变

换、分数阶傅里叶变换(Fractional Fourier Transform, 

FRFT)
[12-16]
、自适应滤波及Wigner分布可以较好地

滤除混响。基于此，本文提出一种基于分数阶傅里

叶变换的自适应 LMS滤波算法。 
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1  分数阶傅里叶变换 

如果将信号的傅里叶变换看作是将信号沿逆

时针方向旋转 /2π ，由 t 轴变为ω轴，则 FRFT 可

以看作是时间轴 t 逆时针旋转α角后信号的时频分

布在 u轴上的投影，其定义式为 

( ) ( , ) ( )p pX u K u t x t dt
∞

−∞
=∫ ɶ  (1) 

式中的核函数 ( , )
p

K u tɶ
为 

2 2exp[j ( cot 2 csc cot )],

( , )
( ), 2

( ), (2 1)

p

A u ut t

n
K u t

t u n

t u n

α α α α
α

δ α
δ α

π − +
 ≠ π
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− = π

 + = ± π

ɶ (2) 

其中：
1 jcot( )Aα α= −

，p 为分数阶傅里叶变换的

阶数，α为旋转角度， /2pα =π 。从式(1)、(2)中可

以看出，通过 FRFT，目标信号的能量将集中在分

数阶傅里叶域上，形成一个能量尖峰。混响虽然是

发射信号经过各个散射体散射成分的叠加形成的，

但是各个散射体之间分布不同并且散射性质也不

同，混响经过 FRFT后无法形成一个尖峰。利用此

特性可以使信号和混响大部分分离开，再利用

LMS 滤波算法，可以很大程度地滤除混响，提取

有用信号。 

2  变步长 LMS 算法 

LMS算法的计算公式为 
T( ) ( ) ( )y n n n= x W   (3) 

( ) ( ) ( )e n d n y n= −   (4) 

( 1) ( ) 2 ( ) ( )n n e n d nµ+ = +W W  (5) 

其中： ( )nx 为输入信号； ( )nW 为自适应滤波器的

权系数； ( )d n 为参考信号；e(n)为误差， µ为算法
的迭代步长。 

变步长 LMS 算法遵循的基本原则为：在算法

收敛的初始阶段采用较大的步长因子以加快算法

的收敛速度，当算法收敛后应采用较小的步长因子

以减小稳态误差，同时算法的计算量要小。 

针对稳态误差与收敛速度之间矛盾的问题，提

出了一系列变步长 LMS 算法。其中，比较经典的

是覃景繁等

[8]
提出的基于 Sigmoid 函数的变步长

LMS算法(Sigmoid-Variable-Step Least Mean Square, 

SVS-LMS)，其步长因子计算公式为 

[ ]
1

( ) 0.5
1 exp ( )

n
e n

µ β
α

 = − + − 
 (6) 

其中，α控制函数曲线的陡峭程度，β控制函数的
值域大小。 

由式(6)可得，当 /2µ β> 并且

max0 1/µ λ< < 时，

算法收敛，其中

maxλ 是输入信号自相关矩阵的最大

特征值。SVS-LMS 算法的步长因子 µ相比于固定
步长 LMS 算法的步长因子是变化的，在算法迭代

的初始阶段，步长因子较大，因此具有较快的收敛

速度；而当算法收敛时，误差 ( )e n 最小，此时 ( )nµ
也最小接近于 0。但如图 1和图 2所示，该步长因

子计算公式在算法收敛阶段(即当 ( )nµ 接近 0)时，

( )nµ 变化较大，不具备平缓变化的特点，导致稳态

失调变大，并且计算公式也较为复杂。 

 
图 1  β取值对误差变化的影响 

Fig.1  The influence of  the value of  β on the error variation 

 
图 2  α取值对误差变化的影响 

Fig.2  The influence of  the value of  α on the error variation 

针对上述问题，文献[11]提出一种基于正态分

布曲线的变步长 LMS 算法，此方法在信混比较高

的条件下性能较好，但在信混比较低情况下性能较

差，基于此本文在分析基于正态分布曲线的变步长

LMS 算法的性能的基础上提出一种基于傅里叶变

换域的自适应 LMS算法。 

正态分布曲线如图 3所示，正态分布曲线顶部

相较于 Sigmoid函数顶部更加平滑，并且上升和下

降速度较快，其概率密度函数为 
2

2

1
exp( )

22

x
y

σσ
= −

π
  (7) 
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图 3  自适应 LMS滤波算法采用的正态分布曲线 

Fig.3  Normal distribution curve for adaptive LMS  

            filtering algorithm 

式中，σ 为标准差。 

对函数进行简单的反转平移变换，并引入 a、

b、c 3个参数以增强函数可控性。将误差函数 ( )e n 及

步长因子 ( )nµ 代入得： 

{ }( ) 1 exp ( )
b

n c a e nµ  = − −   (8) 

下面通过仿真验证算法的性能。 

假定输入信号为噪声和单频信号的叠加，噪声

是均值为 0、方差为 1 的高斯白噪声。其中信号在

第 1 000个采样点处，信噪比为 0 dB，参考信号为

均值为 0、方差为 1的高斯白噪声，每次仿真均进

行 1 000 次蒙特卡洛仿真。未知系统的权系数为

[0.70, 0.42]，未知系统在第 700 个采样点处发生时

变，权系数突变为[0.47, 0.31]，用以比较算法的跟

踪能力。 

图 4为 3种算法的权系数收敛图。其中，每种

算法在此条件下的最佳步长因子及参数都经过多

次蒙特卡洛仿真实验确定，固定步长 LMS 算法的

步长因子 0.01µ= ，SVS-LMS 算法的参数 1.5α = ，

0.1β = ，基于正态分布曲线的变步长 LMS 算法的

参数 10a= ， 1b= ， 0.1c= 。从图 4中可以看出，在

算法的收敛速度上基于正态分布曲线的算法优于 

 
图 4  3种算法的权系数收敛曲线图 

Fig.4  Convergence curves of the weight coefficients of three  

       algorithms (SVS-LMS, LMS and the one in this paper) 

SVS-LMS算法及 LMS算法；当未知系统突变时，

基于正态分布曲线算法的跟踪性能最优，SVS-LMS

算法次之，LMS算法性能。 

图 5为固定步长 LMS算法、SVSLMS算法和

基于正态分布曲线算法的均方误差图。从图 5中可

以看出，基于正态分布曲线的算法的稳态误差最

小，SVS-LMS算法的稳态误差较大，固定步长 LMS

算法的稳态误差最大。 

 
图 5  三种算法的均方误差曲线图 

Fig.5  Mean square error curves of  the three algorithms 

这是因为基于正态分布曲线算法的步长因子

曲线在误差较小时非常平缓，并且较小，所以稳态

误差较小；SVS-LMS 算法的步长因子曲线在误差

较小时比较陡峭，导致稳态误差较大；固定步长

LMS 算法由于步长固定且较大，所以稳态误差较

大。当输入信号发生变化时，这几种算法的稳态误

差大小排序与未发生变化时一样，基于正态分布曲

线算法的稳态误差依然最小，固定步长 LMS 算法

的稳态误差最大，表明在算法的跟踪能力方面，基

于正态分布曲线的算法性能较优。 

综上：基于正态分布曲线的变步长 LMS算法在

收敛速度、稳态误差和跟踪能力方面的性能较好。 

3  基于分数阶傅里叶变换的变步长

LMS 算法 

变步长 LMS 算法在信混比较高的情况下具有

较好的性能。但在实际的信号处理过程中发现，信

号的信混比通常较低，此时如果直接利用 LMS 算

法进行滤波，则效果不是很理想。针对低信混比下，

LMS 滤波算法性能下降的问题，提出一种基于分

数阶傅里叶变换的 LMS 滤波算法，算法处理流程

如图 6所示。其处理过程如下： 

(1) 将信号进行分数阶傅里叶变换； 

(2) 峰值搜索寻找最优变换阶数 p 和分数阶变

换域峰值

0α ； 
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(3) 对参考信号 ( )d n 进行 p阶分数阶傅里叶变

换得到 ( )D k ； 

(4) 以 0α
为中心对变换域信号进行带通滤波，

滤除部分干扰； 

(5) 对得到的信号进行分数阶傅里叶反变换； 

(6) 对第(5)步中得到的结果进行自适应 LMS

滤波，得到最终输出。 

 

图 6  自适应 LMS滤波算法的处理流程 

Fig.6  Processing flow of  the adaptive LMS filtering algorithm 

4  计算机仿真及海试数据验证 

下面通过海试数据验证算法在低信混比下的

性能。发射信号为线性调频 (Linear Frequency 

Modulation, LFM)信号，中心频率为 700 Hz，脉宽

0.4 s，采样频率为 20 000 Hz，信号位于 30 000～

38 000个采样点处，信混比为 0 dB。 

图 7为原始信号，此时信混比较低，无法判定

信号的具体位置，图 8为本文基于正态曲线的自适

应 LMS算法滤波后的结果，虽然信混比有所提高，

但此时混响能量依旧较强。下面利用本文提出的基

于分数阶傅里叶变换的 LMS算法进行处理。 

图9为LFM信号的信号能量在 ( , )p u 二维平面上

的分布，通过二维峰值搜索，寻找最佳变换阶数 p以

及峰值

0α 。图 10为在分数阶变换域进行带通滤波，

最后进行分数阶傅里叶反变换得到滤波后的信号。

此时信号的信混比虽然有所提升，但混响依然较强。 

图 11为本文算法滤波后的最终结果。此时已 

 
图 7  原始信号 

Fig.7  The original signal 

 

 
图 8  基于正态曲线 LMS算法滤波后信号 

Fig.8  The filtered signal of  the normal distribution curve  

         based LMS Algorithm 

 
图 9  线性调频信号的信号能量在(p,u)二维平面上的分布 

Fig.9  Distribution of  LFM signal energy on the (p, u) plane 

 
图 10  “分数阶傅里叶变换—带通滤波—分数阶傅里叶反变 

换”处理后的结果 

Fig.10  The results after “FRFT−band-pass filtering−FRFIT” 

         processing 

 
图 11  本文算法滤波后信号 

Fig.11  The filtered signal of  the algorithm in this paper 
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滤除大部分混响，信混比提高了约 6 dB，验证了本

文算法具有较好的性能。 

5  结 论 

针对低信混比下传统的变步长 LMS 滤波算法

性能较差的问题，本文提出了一种基于分数阶傅里

叶变换的的变步长 LMS 滤波算法。算法首先对信

号进行分数阶傅里叶变换滤波，滤除部分混响，再

对得到的信号进行变步长 LMS 滤波。计算机仿真

和海试数据验证结果证明了算法能较好地滤除混

响，一般情况下可使信混比提高约 6 dB。 
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